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EINLEITUNG

Kern dieser Arbeit ist die Darstellung eines Stabilit&tskriteriums

fir nichtlineare MehrgroBensysteme (Kreiskriterium, Abschnitt 3.2).

Es wurde jedoch versucht, eine fir die Regelungstechnik nicht
typische Anwendung fir dieses Kriterium aufzuzeigen; ein Bei-
spiel (Abschnitt 2.3.2) weiRt auf die MOglichkeit der Anwendung

auf mechanische Systeme hin.

Das erste Kapitel versteht sich somit als kurze Zusammenfassung
der Grundlagen Uber Eigenwertprobleme, die in dieser Form in
der Mechanik wohl mehr Verwendung finden als in der Regelungs-
technik,

Im zweiten Kapitel werden die N&herungsverfahren nach Ritz und
Galerkin beschrieben, durch deren Anwendung auf ein mechanisches
Problem wir zu der gleichen Struktur wie der eines nichtlinearen

MehrgroRensystems der Regelungstechnik kommen.

Im dritten Kapitel endlich wird ein Kreiskriterium flir Mehr-
groRensysteme vorgestellt, der Abschnitt 3.1 bereitet daflir
die Grundlagen auf. Es folgt ein Beispiel zur Anwendung (Ab-
schnitt 3.3).

Die Arbeit schlieRt mit dem Versuch, die nicht nur bei dem
MehrgriRenkreiskriterium auftretenden ,Gerschgorinbédnder" in
die besser zu handhabende Frequenzkennliniendarstellung zu

Ubertragen.
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1. EiNe kurze EINFUHRUNG UBER EIGENWERTPROBLEME
Es liegt die lineare, homogene Eigenwertaufgabe

Lly] = A wmy] (1.1)
mit den homogenen Randbedingungen

Ui[yJ = 0 , i=1...n |, (1.2)

welche sich auf die Ridnder x =z a und x = b beziehen mdgen, vor.
L, M und Ui sind lineare Differentialoperatoren, bei denen

wir nur reelle Koeffizienten annehmen wollen.

Die triviale Funktion Y =0 befriedigt (1.1), (1.2) immer. Gibt
es aber nun Werte des Parameters A, bel denen eine nicht
triviale Funktion die Aufgabe (1.1), (1.2) erfilllt,

tlpd = A mly] ule ] = o

so wird der Parameter Ak:als Eigenwert und die Funktion P

als zugehOrige Eigenfunktion bezeichnet.

Eine Funktion u Ulber dem Intervall [a,b] heike nun
Vergleichsfunktion, wenn sie nur die Randbedingungen (1.2)
erfiillt und dabei so oft stetig differenzierbar ist, wie es

die Operatoren L und M erfordern. Dabei soll u 0 gelten.

1.1 Selbstadjungierte Eigenwertprobleme

Die Eigenwertaufgabe (1.1), (1.2) wird als selbstadjungiert
bezeichnet, wenn mit zweil beliebigen Vergleichsfunktionen

u und v die folgenden Bedingungen gelten:
u L[V] dx = v L[u] dx (1.3a)

u M[V] dx = v M[u] dx (1.3b)

Qt.___\q_ﬂk___‘o_




Eine kurze Erlduterung zu diesem Begriff: V sei des Raum aller
Vergleichsfunktionen zuzliglich des Nullelementes. L und M sind

dann lineare Operatoren
L: V=-c([a,b])
M: V- c([a,b])

Wir erinnern uns, daR die zu einer Abbildung L adjungierte

Abbildung L* {iiber das innere Produkt
(u, L[v]) = (@ u], v (1.4)

definiert wird, welches in einem Funktionenraum durch das

Integral
b

w 2D = [ wrfF] ax (1.5)
a
gegeben werden kann. V ist der konjugiert komplexe Wert.

Ist nun die adjungierte Abbildung L* identisch der Abbildung L
und gilt Uberdies dasselbe flr M, so ist die Eigenwertaufgabe
selbstadjungiert. Als &quivalente Bedinungen zu (1.3%a) und

(1.3b) konnen wir schreiben:

(w, L[v]) = @[], v = <, L[v]) = (v, L[u]), (1.62)
(u, M[v]) = (M[u], v) =— (u, L[V]) = (v, L[u]) , (1.6Db)

Nimmt nun die Eigenwertaufgabe die einfachere, hiufig
auftauchende Form

L[y] = >\ P(X) y (1.7)

mit der Gewichtsfunktion P an, so erfillt die rechte Seite
mit M[y]::p(x)y' sofort die Bedingung (1.6b),
b
(u, pv) = J- u(x) P(X) v(x) dx = (PV, u)

o




In diesem Fall ist zur Prlifung der Selbstadjungiertheit nur

noch die Bedinung (1.6a) an L zu untersuchen.

Flir eine Reihe von Eigenwertaufgaben der Form (1.7) kann auch
dies in allgemeiner Weise gezeigt werden, so z.B. flr die

spezielle Sturm-Liouvillesche Aufgabe

L[v)

Ua[y] = Xayla) +azy'(a)

Uz[ v]

Denn es gilt

- (ar(x) ") +a(x)y = Apx)y

(1.8)

"
(@)
v

"
O

fay(b) +f2y"(b)

b

(u, L[v]) - (L[u], v) = J (u L[?] - L[u] 5) dx

G

[ u(-(a vy o+ ao§) - v (—(a1u')' - aou)] dx
[-u (aa¥")' + ¥ (aqu')'] ax

durch partielle Integration:
b

= [- ulaqv') + V(a1u')] 2 + j- (u'asv' - v'ajqu') dx
a

und unter Ausnutzung der Randbedingungen:

- B, _ ,Ba i @1 oo, %

= [a1(11B2V Vﬁzu)]b [a1(11 v V& u)]a
Die beiden inneren Produkte sind also gleich; damit ist die
Selbstadjungierheit der speziellen Sturm-Liouvilleschen
Aufgabe gezeigt. Auch in anderen F&llen priift man die Selbst-

adjungiertheit durch partielle Integration.




1.2 Realitdt der Eigenwerte

Die Eigenwerte des Problems (1.1), (1.2), welches wir als
selbstadjungiert voraussetzen wollen, k6nnen sowohl komplex
als auch reell sein. Wir kOnnen aber Bedingungen flir die

Realitdt der Eigenwerte angeben.

Ist A ein Eigenwert mit der Eigenfunktion Y, so muk auch der
konjugiert komplexe Wert ) Eigenwert mit der Eigenfunktion ZP
sein:

tle] = Amlp] - (1.9)
L] = amle] -
tle] = Zm(y)] (1.10)

Von (1.9) und (1.10) kommen wir zu den inneren Produkten

1
>
S
=
[ |
_.6
| S )

(¢, L[¢])
und @, L[F])

A (@, m[p))

Aufgrund der Selbstadjungiertheit sind die inneren Produkte
Jjeweils der rechten und linken Seiten gleich, so dak wir
durch Subtraktion

0o = (A-2) (¢, Mo —

O
1"

2 Im(A) (p, M[g])

erhalten. Sofern der Term (@, M[@]) ungleich Null ist, muB
der Imagindrteil des Eigenwertes Null sein; die Eigenwerte
sind dann reell.

Nun ist mit ¢ = u + iv (u und v reell)

(o, Mo]) = (uriv, M[uriv])

= (u, M[u]) + (v, M[V]) + 1 ((u, M[V]) - (v, M[u]))
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Zu beachten ist, da® der Real- und Imagindrteil von ¢ auch
jeweils allein die Randbedingungen erflillen und daher u und v
zu den Vergleichsfunktionen gehdren. Deshalb k&nnen wir (1.6b)

anwenden und der Imagindrteil verschwindet:
(@, Mo = (u, mu]) + (v, m[v]) (1.11)
Daher kommen wir zu dem

Satz 1.1: Die selbstadjungierte Eigenwertaufgabe (1.1), (1.2)

hat dann reelle Eigenwerte, wenn der Term
b
(w, M[w]) = ‘f w M[W] dx
a

flir alle reellen Vergleichsfunktionen w ein festes Vorzeichen

besitzt.
Flir die spezielle Eigenwertaufgabe (1.7) ist die Bedingung
genau dann erfiillt, wenn die Gewichtsfunktion p ein festes

Vorzeichen i{iber dem Intervall [a,b] besitzt.

1.3 Definite Eigenwertaufgaben

Definit heiRt eine Eigenwertaufgabe dann, wenn sie nur reelle
Eigenwerte besitzt und diese entweder alle positiv oder alle
negativ sind. Wir sprechen dann von positiv oder negativ definiten
Eigenwertaufgaben. Positiv oder negativ semidefinit nennen wir
sie, wenn wir die obige Bedingung so erweitern, daR wir auch

Eigenwerte gleich Null zulassen.

Als volldefinit bezeichnen wir die Aufgabe (1.1), (1.2) dann,

wenn die Bedingungen
(u, L{u]) > o© (1.12a)
und (u, Mu]) > o (1.12b)

flir alle Vergleichsfunktionen u erflillt sind.




Bemerkung: Liegen jetzt die Voraussetzungen fur die Selbst-
adjungiertheit (1.6a), (1.6b) und fiir die Volldefinitheit
(1.12a), (1.12b) vor, so erfiillen die Funktionale

(u, V)L (u, L[v]) (1.13a)

und (u, v)y = (u, M[v]) (1.13b)

die Voraussetzungen flir ein neues inneres Produkt im Raum

der Vergleichsfunktionen:

(u, u)T reell und (u, u)T >0 <= us# 0 , (1.14a)

(us V)T = (Vs U)T s (1-1ub)
und (e ,u, + o u,, v) = « (u,, V)T + o (u,, V)T . (1.1be)

T

(s. [2] s.12). Auperdem erhalten wir durch

IIuIIT £z V(u, u)T (1.144a)

eine Norm. Der Operator T steht hier jeweils stellvertretend
fir L und M. Die Vergleichsfunktionen bilden somit einen

normierten Raum.

Wir gehen jetzt von einer L6sung von (1.1), (1.2),
L[?k] = Ay M[Wk] > Ui[?k] = 8

aus und erhalten durch Bildung des inneren Produktes

(5 L[‘Pk]) = Ap @y M[‘f’kb

fir den Eigenwert

(> Ly )
(?k’ M[?k])




Setzen wir jetzt statt einer Eigenfunktion eine beliebige
Vergleichsfunktion u in diesen Quotienten ein, erhalten wir
den Rayleigh~Quotienten

b
O O R T
2[a] - . . (1.15)
(u, M[u]) I u(x) M uGx) ) ax

a

Ist die Vergleichsfunktion u eine Eigenfunktion, so nimmt der

Rayleigh-Quotient den Wert des zugehOrigen Eigenwertes an:
R[?k] = A . (1.16)
In dieser Darstellung erkennen wir leicht den

Satz 1.2: Liegt fir das Eigenwertproblem (1.1), (1.2) Voll-

definitheit vor, so sind alle Eigenwerte reell und sogar positiv.

Weiterhin ist der Rayleigh-Quotient filir alle Vergleichsfunktionen

definiert, da der Nenner nicht Null werden kann.

1.4 Orthogonalsystem der Eigenfunktionen

Unter der Orthogonalitdt zweier Elemente u, v eines Raumes

versteht man das Verschwinden ihres inneren Produnktes
(u, v) = 0 .,

Man erweitert den Begriff und spricht von ,im verallgemeinerten

Sinne orthogonal, wenn gilt
(u, M[v]) = 0
Satz 1.3: Die Eigenfunktionen einer selbstadjungierten

Eigenwertaufgabe (1.1), (1.2) sind im verallgemeinerten Sinne

orthogonal:

9> Mg ) = o . (1.17)




Beweis: Wir schreiben zweil LOsungen der Aufgabe (1.1), (1.2) an,

1

Llg ] = A, Mlp,]
und L[Wl] = xl.M[ql] s

bilden weitergehend die inneren Produkte

Gpys Tlel) = Ny (pps Mg D)

(Llp 15 @) Ay (e ], @)

und subtrahieren diese unter Beachtung der Selbstadjungiertheit:

0 = Qg = AD (g Mg D)

Setzen wir die Eigenwerte als verschieden vorraus, folgt die

verallgemeinerte Orthogonalitét
(py> Mlp, ]) = 0O fir A+ A

Sind aber Eigenwerte paarweise gleicklkk::A gibt es also

s
mehrfache Eigenwerte, so spannen die zugehbiigen Eigenfunktionen
zu diesem mehrfachen Eigenwert einen linearen Teilraum auf, dessen
Elemente alle Eigenfunktionen zu diesem Eigenwert sind. In

diesem Teilraum konnen wir aber eine Basis von Eigenfunktionen

so wdhlen, daB® diese orthogonal ist. Zu Eigenfunktionen

anderer Eigenwerte sind diese sowieso orthogonal.

In jedem Fall gibt es also ein System orthogonaler Eigenfunktionen,

die wir noch normieren kdnnen:

P

G - K
‘ \/("l’k’ M[‘Pk])




Wir erhalten jetzt ein Orthonormalsystem derf?k, flir das

wir sehr bequem

(g, mp,]) = 51{1
mit dem Kronecker-Symbol

1 fliir k=1

L O fiir k+1

schreiben k&nnen. AuRerdem gilt wegen L[$1]

(py> L[G) = >‘1‘Sk1

Flir das einfache Beispiel

-yt= Ay,
y(0) =0,
y(1) =0

prifen wir die Selbstadjungiertheit:
A

(u, L[v]) - (L[u], V)

o

—
c
<
|
(el
<|
[
A
|
0;\.\
c
<
l

4

(u, M[V]) S (M[u], V)

o

u'v') dx

(1.18)

f'(u”v - uv") dx =

= 0

f (uv = uv) dx = O

Die Eigenwertaufgabe ist selbstadjungiert; die normierten

Losungen bilden demnach ein Orthonormalsystem:

A, = T2 s Yi(x) = sin mx
As = b2 s ?2(X) = sin 2mx
As = 92, $s(x) = sin 3nx

Pr(x) =12 sin mx
@;(x) =V2 sin 2ux

?;(X) =V§ sin 3mx
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Das Beispiel ist im Ubrigen auch volldefinit, wie man wegen
der Positivitidt der Eigenwerte zwar vermuten, jedoch nicht

schlieRBen kann:

4
— " —
(u, L[u]) = - [ uu"" dx = - [uu'] +‘[ Ll A% 5
A1 0 o
/Iu'l2 dx > O
o

4
(u, M[u]) = f lul2 dx > O
o

W&hlen wir nun das Beispiel anders, so daB wir gar keine

Randbedingungen stellen:
-y" = Ay

Als Eigenwerte und =funktionen ergibt sich die etwas gednderte

Konfiguration mit doppelten Eigenwerten

Ar =0 s Wi(x) = 1 s
Az = A5 = T2, P2(x) = cos 7x s @3(x) = sin tx
Ay = As = Ur2, Py (x) = cos 2mx R ?s(x) = sin 2mx ,

Diese Eigenfunktionen sind nun aber nicht orthogonal, denn

z.B. ist A4
_ . _ 2
(@as M[e]) —fi sin x dx = 5 % 0

o

Dies ist auch nicht weiter verwunderlich, denn es 18Rt sich
unter dem Wegfall der Randbedingungen nicht mehr die
Selbstadjungiertheit zeigen, welche Vorraussetzung flir die

Orthogonalitidt war.

Flir das obige Beispiel gibt es unendlich viele Eigenwerte.
Allgemein ist dies jedoch nicht der Fall, es kann auch keines-
wegs davon ausgegangen werden, daR Uberhaupt ein Eigenwert

existiert.
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Wir kOnnen aber die folgende Aussage machen:

Satz 1.4: Flir das selbstadjungierte volldefinite Eigenwert-
problem (1.1), (1.2) gibt es abzdhlbar unendlich viele reelle,
positive Eigenwerte, die sich im Endlichen nicht h&ufen. Wir
kdnnen sie aufsteigend ordnen:

0 € X4 £ Az £ . w3 (1.20)

Auf den Beweis sei hier verzichtet, siehe dazu [4], S. 127/ 128.

1.5 Minimaleigenschaft des Rayleigh-Quotienten

Der Rayleigh-Quotient (1.15) hat gewisse Minimaleigenschaften

bezliglich der Eigenwerte, und zwar gilt der

Satz 1.5: Vorgelegt sei das selbstadjungierte volldefinite
Eigenwertproblem (1.1), (1.2). Sei u eine Vergleichsfunktion,
die zu den ersten k Eigenfunktionen, welche durch (1.20)

geordnet sind, orthogonal ist,
(w, M{p.]) = (u, p)y = O , i=1l...k , (L.21)

so ist der Eigenwert Akﬁl eine untere Schranke fir den

Rayleigh-Quotienten R[u]

A < R[u] . (1.22)

SinngemdR entfdllt fiur k =0 die Bedingung (1.21). Zum Beweis
siene [4] § 8.
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1.6 Reihenentwicklung willklirlicher Funktionen

Das Problem (1.1), (1.2) setzen wir wieder als selbstadjungiert
und volldefinit voraus. Dann gibt es nach obigem Satz unendlich
viele Eigenfunktionen, von denen wir annehmen dlrfen, daB sie
ein orthonormales System bilden. Die Funktionen, die wir jetzt
in eine Reihe von Eigenfunktionen entwickeln wollen, beschrdnken
wir jedoch auf die Vergleichsfunktionen. Diese bilden ndmlich
unter den obigen Voraussetzungen einen normierten Raum durch

das Skalarprodukt (1.13b). Mit dessen Norm kdnnen wir die
nAbweichung" unserer Reihe zu der vorgegebenen Funktion

quantifizieren .

Wir geben eine beliebige Funktion u€V vor und wollen sie
durch eine Reihe von Eigenfunktionen

v, (x) = a; Y. (x) (1.23)

n
t=1
im Sinne der Norm (1.14d) mdglichst gut anndhern. Dazu
betrachten wir die Fehlerfunktion
"
e (x) = v (x) - ux) = ) a;p.(x) - ulx).(1.24)

i=1

Die Norm der Fehlerfunktion soll minimal werden:

e Hﬁ = (vpmu, v -u)y =
(Vn, Vn%w— ) Re((u, vn)M)+ (u, u)M
mit der Abklirzung u, = (u,(pi)M ergibt sich weiter:
Ilenllf,[ = ii la. 12 - 2 Re(g a ul) + luly,

n
o
.
1
o
e
M
I
™~
e
It

2 2
"en"M + "u"M (1.25)
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Der Fehler ist dann am kleinsten, wenn die Koeffizienten

a. =u. gewdhlt werden.
i i)

Satz 1.6: Eine unendliche Reihe von Eigenfunktionen (1.23)
ndhert eine willkirliche Funktion u€ V genau dann am besten
im Sinne eines verallgemeinerten Fehlerquadrates an, wenn fir
die Reihe die Koeffizienten

g ‘= (u,\Pi)M (1.26)

gewdhlt werden. Diese werden Fourier-Koeffizienten genannt.

Flr das Fehlerquadrat ergibt sich damit

m
le 12 = luly, - ) la;1? . (1.27)
i 1=1

Die Reihe (1.23) bietet zwar mit den Fourier-Koeffizienten
(1.26) die beste Nidherung einer Funktion u im Sinne der Norm

Henﬂ leider ist jedoch lber die Konvergenz beim Ubergang

M2
zur unendlichen Reihe n-»o00 noch nichts ausgesagt.

Zuerst erkennen wir, da® die Funktion e, orthogonal zu

Py (k=1...n), und damit auch zu Vs G et
T
(eps Pyl = (Zai“Pi'u’ Prlu = oy muy c
- (en, Vn)M =@ (1.28a)
Im Ubrigen gilt wegen L[?k] = Kk M[@k] -
(el’l’ LPk.>L = >\'k (el’l’ kPLC)M
auch (en,(Pk)L = 0 k = 1...n

(1.28b)

1
O

und (en, \%
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Mit u=v - e

Y, —€

2 e —
und a2 = (v o-e, v -e )

= ”Vn"L + IlenllL 2Re (en, v

n)L

erhalten wir dann wegen (1.28b)

2 — 2 2
HuHL = "Vn"L + ”en"L (1.29)
T 3 2
"en”L = HuHL "Vn"L .
D.h. HenHE ist beschrinkt, da Hu"i eine feste Zahl ist.

Schreiben wir Jjetzt den Raleigh-Quotienten (1.15)

(e_, e ) e 12

n’> n’L n L

R [en] = = .—2
(en, en)M e Iy

an und nutzen die Minimaleigenschaft nach dem Satz 1.5 (S. 11)

aus, ergibt sich

2 2
IlenllL N R HenHL
—l 2O\ = le_ll 5 m————
e |2 n+1 n M \
n M n+1

Da sich die Eigenwerte nach dem Satz 1.4 nicht im Endlichen

Tl 4 fir n—- o Uber alle Grenzen. Weiterhin

ist “ennf beschrinkt und es folgt

h8ufen, wdchst A

l1im lle_l = 0
n

n—>o0o M

Damit ist die Konvergenz der Reihe (1.23%) gesichert und es gilt

lim v = u (1.30)
n =0 n
In [4] S.145ff wird fiir etwas speziellere Formen der Eigen-
wertaufgabe auch die gleichmdRige und absolute Konvergenz

der Reihe v und deren ersten Ableitungen in x gezeigt.
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Aus (1.27) kdnnen wir noch die Parsevalsche Gleichung

[« ]
uly, = iémilz (1.31)

entnehmen. Gibt die GroRe HuHM gerade die Energie der Funktion
u an, so kann man diese auch Uber die Quadrate der Fourier-
Koeffizienten erhalten.

Wir formen (1.29) um in

D [
lul; = (-‘Z,qai“f’i’ Yag9y)p o+ lelp

und erhalten wegen (1.19)

¥

™~

2. +
hull 1 lag 12X, legly

-
u

Ay laglz o (1.32)

™8

>
hul; 2

=4

Dies ist die Besselsche Ungleichung.

Leider haben wir uns bei dieser Betrachtung der Reihenentwicklung
auf Vergleichsfunktionen einschridnken miissen. MOglich wére

noch eine Erweiterung der Menge der entwickelbaren Funktionen,
so um die, filir die die inneren Produkte (u, V)L und (u, V)M
noch gelten. Mit diesen 1&Rt sich noch der Satz (1,6) zeigen
auch gilt (1.32) und statt (1.31) erhalten wir die Parsevalsche
Ungleichung. Die Schritte flr den Beweis der Konvergenz lassen
sich aber nicht mehr verallgemeinern. Flir beliebige Funktionen
Llec([a,b]) fehlt uns dann sogar noch die Norm "en"M’ mit der
wir den Fehler der Reihenentwicklung beurteilt haben. Man

kann natlirlich eine andere Norm heranziehen. Es muR also dann
von Fall zu Fall Uber die M&glichkeit einer Reihenentwicklung

entschieden werden; eventuell an Hand der praktischen Anschauung.

Weiterflihrend sei zu den Thema der Eigenwertaufgaben z.B. auf
die Darstellungen von L. Collatz und A. Kneschke, [4] und [11],

Bd.I und III, verwiesen. Eine kurze Zusammenstellung bietet [3].
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2, NAHERUNGSVERFAHREN

Der ndherungsweisen Berechnung von Rand- oder Eigenwertaufgaben
kommt insbesondere bei der praktischen Anwendung groke
Bedeutung zu, da die geschlossene LOsung des Problems oft

nicht angebbar ist oder dies doch zumindest recht schwerfallen
kann. Dem entgegen sind manche numerischen N&herungsverfahren
keineswegs sehr aufwendig. Wir wollen in diesem Kapitel

speziell auf das Ritzsche und das Galerkinsche Verfahren eingehen.

2.1 Das RiTzscHE VERFAHREN

Wir stellen das Ritzsche Verfahren nicht direkt vom Ansatz-
punkt der Rand- oder Eigenwertaufgaben dar, sondern gehen
den Weg Uber die Variationsaufgaben. Der Zusammenhang mit
der Aufgabenstellung von Differentialgleichungen wird spéter

erliutert.

Es liegt das reellwertige Funktional
7 [y] (2.1)

vor. Die zugelassenen (evtl. komplexwertigen) Funktionen
¥ sind durch den Definitionsbereich des Funktionals

eingeschrénkt:
y € D(J) (2.2)

Die Aufgabenstellung ist es nun, diejenige Funktion ?GIMJ)
aufzufinden, die dem Funktional (2.1) ein relatives oder

absolutes Minimum erteilt:

7[¢] = min

Im Rahmen dieses Kapitels stellen wir nicht die Frage nach

der strengen LOsung, sondern die nach einer guten N&herung.
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Wir suchen also eine Funktion u, die dem Funktional einen Wert

nahe dem Minimum erteilt:
J[u] =~ Min
Dazu macht Ritz nun den Uberaus einfachen n-gliedrigen Ansatz
T
u(x) = g; a; Vi(X) : (2.3)

Dabeil sind die ai noch frei w&hlbare Koeffizienten. Fir die

Funktionen V. wird lediglich gefordert, daR

i; a, V. € D(J)

ist, also die ,Nebenbedingung" (2.2) erflillt wird. Nach Fest-
legung der Funktionen V. h&ngt der Wert des Funktionals J

nur noch von den Koeffizienten ai ab:

] - J[Z vi}

Flir ein relativers Minimum der Funktion f miissen als notwendige

flags...san)

Bedingung die partiellen Ableitungen verschwinden, woflr wir

jedoch die stetige Differenzierbarkeit von f bzw. J voraussetzen:

P
a_a:'f<a1_,o",an) = O
1

9 _ .
oder 35; J[u] =2 9, i=1...n . (2.4)

Genau dies sind die Ritzschen Gleichungen, aus denen wir die

Koeffinzienten a, unseres Ansatzes (2.3%) bestimmen.

Es sei hier nicht darauf eingegangen, ob bel der Erflllung
der Gleichungen (2.4) tatsichlich ein Minimum vorliegt; es

kénnte sich auch um ein Maximum oder um einen Sattelpunkt
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handeln. Speziell fir den Fall, daR sich nur eine LOsung
der Gleichungen (2.4) ergibt, 14Rt sich oftmals anhand
anschaulicher Argumentation das Vorliegen eines Minimums
begriinden, besonders dann, wenn das Funktional J eine

physikalische Grofe darstellt.

Nun ist nichts dariliber ausgesagt, wie nahe der Wert J[u]

mit den durch (2.4) bestimmten Koeffizienten dem tatsdchlichen
Minimum J[?] kommt. Es hingt hier vom Geschick des Anwenders
ab, die jKoordinatenfunktionen" Ve méglichst so anzusetzen,

daR sie etwa der Gestalt der zu erwartenden LOsung entsprechen.
Dies ist insbesondere bei mechanischen Problemen aufgrund

der Anschauung meist gut mdglich. Auf diese Weise kommt man
bisweilen mit zweigliedrigen Ansidtzen (2.3) zu ausgezeichneten
Ndherungen der LOsungsfunktionen. Doch auch, wenn wir noch
keine Vorstellung von der LO6sung haben, kommt das Verfahren

zu guten Ergebnissen.

Durch den Ansatz (2.3) schridnken wir die Menge der mdglichen
Funktionen aus D(J) ein. Seil nun Un die Menge der
durch den n-gliedrigen Ansatz (2.3) gegebenen Funktionen u.

Wir erweitern jetzt den Ansatz um ein weiteres Glied

n+d

n

u = V. o+ v = Z a.v.
iZ al 1 8n+1Vn+1 J i1 2
=4 54

so daB die Menge U aller Funktionen des n+l-gliedrigen

n+l
Ansatzes entsteht. Alle Elemente der Menge Un sind nun auch

so dak gilt

Elemente von Un+1’

u, < 0, < U5 C e < D(J) . (2.5)

Bezeichnet U jeweils das minimale Element der Menge Uss

J[ui] = Min {J[u]: u€evu;r
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so muR wegen (2.5)

gla 2 afw] 2 9] = .0 o2 Ife] 2

gelten. Die Existenz der Minima haben wir hierbei freilich

vorausgesetzt.

Das Minimum des Funktionals mu® mit wachsender Anzahl der
Glieder im Ritzschen Ansatz (2.3) also fallen, h8chstens

kann es gleichbleiben. Das Letztere ist gerade dann der Fall,
wenn sich bei der Erweiterung des Ansatzes um ein zusdtzliches

Glied der neue Koeffizient zu Null ergibt.

2.1.1 N&herung flr die Eigenwertaufgabe

Nach Satz 1.5 (3.11) besitzt der Rayleigh-Quotient bei einem
selbstadjungierten, volldefiniten Eigenwertproblem (1.1),
(1.2) den kleinsten Eigenwert A; als Minimum. Fassen wir den

Rayleigh-Quotienten

R[u]

als das zu minimisierende Funktional auf, so k&nnen wir

mit dem Ritzschen Verfahren den Eigenwert A;s und die zugehdrige
Eigenfunktion @, ndherungsweise berechnen. Der Definitions-
bereich des Rayleigh-Quotienten D(R) ist die Menge aller
Vergleichsfunktionen V. Als Nebenbedingung milissen also die

Randbedingungen (1.2)

u.fu] = o

erfliillt werden. Der Ansatz (2.3) genligt den Randbedingungen
gerade dann, wenn jede der Koordinatenfunktionen V. dies tut,

also selbst Vergleichsfunktion ist.
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Die Ritzschen Gleichungen lauten nun mit

(u, u)
R[u] = L
(u, uy
@ = iﬁl = 3 o u>L i=1 n
das daj o u>M
_ % (u, uw)p i (u, u)p 52—1 (u, uly
(U, wy (u, u)y
mit A £E R[u]
1
d d
= = (us u) - A N (ug )
(u, u)M dai L f9aj Yy
= 3%; (U, u)p = A g%z (u, u)y (2.7)

Setzen wir fir u den Reihenansatz ein und nutzen die

Linearitdt der inneren Produkte aus, ergibt sich

"

d < <
aTi (k; akvk 5 "Z’;akvk) I, = 2 “; ak (Vi: VK)L = 2 (Vi: Ll)
a m n n

%a; (kz"ak"k 2 Kgakvk) MmoT 2 kZM 2 (Vis vy 2 (vis w)

Damit kann (2.7) auch in der Form
(Vi, Wi = A (vi, u)M (2.7a)

geschrieben werden. Dies sind dann die Ritzschen Gleichungen

in der ,Galerkinschen Form" (s. S.35).
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Jetzt wird (2.7) unter Benutzung der Abkiirzungen

i = (v vl

und mg,o S (Vi, Vk)M
m m

zZU Z lik ak = A Z mik ak
K=14 K=4

Flir alle i k®6nnen wir dies als Matrixgleichung
La = AMa — (MM-L)a = 0 (2.8)
mit den Matrizen Qj:(lik), Mrz(mik) und dem Vektor gr:(ak)

schreiben. Die Matrizen L und M sind wegen der Selbstadjungiert-

heit symmetrisch, lik :1ki und My =My -

Nun stellt (2.8) gerade ein allgemeines Matrix-Eigenwertproblem
dar. Als Bedingung flir nichttriviale LOsungen a muB die
charakteristische Gleichung

det (AM - L) = O (2.9)

gelten, woraus sich wegen der symmetrischen Matrizen n

reelle LOsungen
0 < N+ < N2 < Na < — < An

des Matrix-Eigenwertproblemes und die zugehOrigen Eigenvektoren

ergeben. Der Wert

k=1

R4 = P{[’Z alkvk] mit a: = <aik>

ist nun sicher N&dherung flir den kleinsten Eigenwert
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A

IA

1 Aq

n
und 2; alkvk

damit N&herung flir die Eigenfunktion .. Wie in [10] S. 537-539
gezeigt wird, sind aber sogar die weiteren LOsungen der
Ritzschen Gleichungen /\i N&dherungen flir die hoheren

Eigenwerte,

Ay S A, £f=1,...,n (2.10)
Durch die Vektoren a. sind die Koeffizienten der N&herungen

fir die Eigenfunktionen gegeben:

P, = Z ;v . (2.11)
K=4
Damit die N&herungen flir die hbheren Eigenwerte und -funktionen
einige Genauigkeit besitzen, kann als Faustregel gelten,
daBR der Ansatz (2.3) ein Glied mehr enthalten soll, als
die Anzahl der zu berechnenden Eigenwerte betrigt. Dabei ist
aber méglichst der auf S.18 geschilderte Aspekt der Wahl

der Xoordinatenfunktionen zu beachten.

Vergleiche zu diesem Abschnitt auch die Darstellung in
[20] S.491 ff und S. 515 ff.




23

2.1.2 Variationsaufgaben und die Eulersche Differentialgleichung

Es soll der Zusammenhang zwischen Variationsaufgaben und der
Ldsung von Differentialgleichungen hergestellt werden. (s. [4]
S. 230 £f)

Die Variationsaufgabe habe die Form

b
J[Y] ) f F(X,7,y7'5y",..., 7y ) dx
a

ALY,y ey D ) B(X,y,y',...,y‘m"1’)|b

Extr. . (2.12)
Zusdtzlich sollen die linearen Randbedingungen
Vi[y] = 0 , i=1...k , (2.13)

erfiillt werden. Die Terme A und B in (2.12) beziehen sich wie
Vi auf die R&nder des Intervalls [a, b].

Zur Ermittelung eines Extremums von (2.12), (2.13) machen wir

jetzt den Ansatgz
y(x) = ¥F(x) + € h(x) 5 (2.14)

wobei ¥ und h die Randbedingungen (2.13) erfiillen. Ist nun y
L6sung der Aufgabe (2.12), (2.13), so muR das Funktional

J[§ + € h]

an der Stelle ¢ =0 eine Extremum besitzen und dies unabhidngig
von der Funktion h. Als notwendige Bedingung konnen wir fiir das
Vorliegen eines Extremums unter der Voraussetzung der stetigen

Differenzierbarkeit schreiben (die Existenz nehmen wir an):
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%g-[§+€kﬂlszo = 0 (2.15)
Mit (2.12) lautet dies
b
O = J— (Fyh tFoht 4 Foah" 4oLl Foamh @) dx

+ (Ayh + Ay,h' + Ay"h” +

-+

Dabei bedeutet kursz

A . a F (et ~
By = By (KeFsF, .

und entsprechend Ay(i>

Formen wir zuerst das Integral aus

partielle Integration um:

(Fyh + Fy,h' + F_,h" +

b
J y
G
b
= f (Fyh v F&,h - F§"h' +
a
+ [Fy,h + Fouh' 4

b
J~(Fyh - F&,h + F'yh o+
a

]
PL___\T
s

<
Sy
1
es
=)
+
gl
=2
(

(Byh + By,h' + By”h” +

* Ay e BT

+ B h(m=1)

)IX:b
(2.16)

v (m-=1)

(2.16) durch mehrmalige

+

+

+

+

+

I+

Foaph @) dx

Foqmh@=") dx

- b
Fy(nnll(m 1)] .

F;(m)h(m—z)) dx

- b
Fy(nnll(m 1)] a

_ b
F§(m)h(m z)]a

F;T;,h ) dx
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b
- (F, -~ F!, +F"y = F"+ ... 2 F'0 ) h ax + 8
y y? y" y"Y y(m)
a
Ausflihrlich geschrieben ist
: J
Jo _a AF e .
Fy(l) - dXJ ay(i) (X:y3y'5'-'3y(m))
und
S [ Fyrh + Fynh' + Fym h" + ... + Fy(m)h(m_1)
- Fly”h - F&nl h' T e e e F:;f (m)h(m_z)
+ F;m h + + F;_(m)h(m—s)
(m-1) b
2 Fy(nu h ]a .
Dann wird (2.16) zu
b
_ _a gl _ " gl
0 = j’ (Fy TP+ ggm Fyn ™ v t m Py am ) h dx
Ce
+ s, (2.17)
wobei
~
S ¥ S o+ (Ayh + Ay,h' + Ay”h” L S | Ay(m_1)h(m'1))|a
+ (Byh + By,h' + By"h" RIS By(m_1,h‘m‘1’)|b
(2.18)

S 1st ein Ausdruck, in dem die von A und B und die von
den partiellen Integrationen herriihrenden Randterme zusammen-
gefalt sind. Hierin treten ¥ und h mit ihren Ableitungen bis

zur Ordnung m-1 auf.
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Damit (2.17) zu Null wird, muR jeweils allein sowohl das Integral
'als auch S Null werden. Es ist nicht méglich, daR (2.17)
erst in der Summe verschwindet, da wir die Funktion h als

beliebig angesetzt haben.

Aus dem gleichen Grund muB nun nicht nur das Integral verschwinden,
sondern selbst der Integrand. Als notwendige Bedingung gilt

dann die Diffentialgleichung

d @2 _ P _

. dXFy,+WFy,, _d—XﬁFy(m) = 0 . (2.19)
Dies ist die Eulersche Differentialgleichung der Variations-
rechnung. Der Differentialausdruck in (2.19) wird auch als

Variationsableitung von F nach y,

(), = 7 -ZF ,+ @, - ¢ 4 g (2.20)
y v dx "y'  dx2 " y" T gxm iy am s
bezeichnet.
Als zweites muR der Term S verschwinden. Wir ordnen die
Summanden in S nach den Ableitungen von h:
(m-1) -
S [(Fy, - F&n + F§",- sew & Fy(m) + by) h
_ 4 (m-2)
+ Fyn - Fglny + ok Fy (m) + Byv) h'
(m-
+ Fy”'_ . Fy(mf) + Byu) nh"
Pt By(m—1)) h(m_1)]b
+ S .21
[ 1. (2.21)

Die Terme fiir den Rand x =a sind fortgelassen. Bis auf ein
veridndertes Vorzeichen haben sie dasselbe Aussehen wie die

Ausdriicke flir den Rand x =Db.
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Die Funktion h tritt in (2.21) mit ihren Ableitungen jeweils

am linken und rechten Rand auf; das sind 2m verschiedene Terme.
Durch die Randbedinungen (2.13) kdnnen davon einige durch andere
Ableitungen ausgedriickt werden. Die verbleibenden Ableitungen
von h k&nnen dann frei gewdhlt werden, so daR S nur verschwinden
kann, wenn die Koeffigienten vor diesen Ableitungen einzeln

zu Null werden. Dies sind nun neue Forderungen an die Losungs-
funktion § und damit an jede Funktion y, unter denen die

Losung ermittelt werden soll:
Wi[y] = 0 , i=1...j<2m . (2.22)

Diese Bedingungen werden als ,natiirliche Randbedingungen"
bezeichnet und treten zu den schon vorliegenden Randbedingungen
(2.13). Zusammen sind dies nun k+j Bedingungen, unter denen
jedoch einige linear abhingig sein k&nnen, so daR wir (2.13)
und (2.22) zu

U;[v] = 0o , i=1...15k+j (2.23)
zusammenfassen.

Wir haben die Variationsaufgabe (2.21), (2.13) nun auf die
Losung der Eulerschen Differentialgleichung (2.19) lberfilihrt.
Zu den Randbedingungen der Variationsaufgabe (2.13) sind
weitere hinzugetreten, (2.22), so daR wir bei der LOsung

der Differentialgleichung (2.19) jetzt die Randbedingungen
(2.23) zu beachten haben. Die Differentialgleichung war
jedoch nur eine notwendige Bedingung flr das Vorliegen eines

Extremums der Variationsaufgabe.

Die zus&dtzlichen, natlirlichen Randbedingungen (2.22) entstanden
aus der Forderung S =0. Da in den Term S auch die Ausdrilicke

A und B der Variationsaufgabe (2.12) eingegangen sind, wird

es in manchen Fdllen m8glich sein, dak sich bei einer speziellen
Form der Ausdrilicke A und B keine zus&tzlichen Randbedinungen
ergeben. Das heiRt, daR dann die Randbedingungen (2.22) bereits
vollstédndig in (2.13) enthalten sind.
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2.1.3 Die Umkehrung der Fragestellung der Variationsrechnung

Im vorherigen Abschnitt wurde die LOsung einer Variations-
aufgabe auf die L6sung einer Differentialgleichung unter
verdnderten Randbedingungen zurlckgefiihrt. Kehren wir jetzt
die Fragestellung um und suchen zu einer gegebenen Differen-
tialgleichung eine zugehOrige Variationsaufgabe. Gelingt dies,
kbnnen wir eine N&herungslOsung der Differentialgleichung
erhalten, indem wir mit dem oben beschriebenen Ritzschen

Verfahren die zugehOrige Variationsaufgabe bearbeiten.
Es liegt die Randwertaufgabe mit der Differentialgleichung
Gly] = G(x,y,¥'s...,y®™) = 0 (2.20L)
und den linearen Randbedingungen
Ui[y] = 0 , i-=1...1 (2.25)
vor.
Der Zusammenhang der Variationsaufgabe (2.12) und der

Differentialgleichung (2.24) ist durch die Eulersche
Differentialgleichung (2.19) gegeben:

G(X,¥5¥"5.00) = T é% For * 3x2 Fym = s (2.260)
Ein Problem ist jetzt das Auffinden des Differentialausdruckes
F flr die Variationsaufgabe (2.12). Wir kbnnen versuchen,
die Differentialgleichung (2.24) in der Form der Eulerschen
Differentialgleichung 2zu schreiben und dadurch den Ausdruck
flir F zu erhalten. Da nicht jede Differentialgleichung in
der Form der Eulerschen geschrieben werden kann, ist es bereits
klar, daR es nicht in jedem Falle eine zugehOrige Variations-

aufgabe geben kann.
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Ein weiteres Problem sind die Randbedingungen. Will man den
Gang der Rechnung umkehren, so muB man (2.25) auf die
Randbedinungen (2.13) der Variationsaufgabe und auf die
natlirlichen Randbedingungen (2.22) verteilen. Einfach wére

es, alle Bedingungen (2.25) als (2.13) zu Ubernehmen und

dafiir zu sorgen, daR auch die natlirlichen Randbedingungen (2.22)
diesen entsprechen. Zu diesem Zweck missen dann die Ausdriicke

A und B in (2.12) entsprechend gewdhlt werden. Siehe auch

die Bemerkung am Ende des letzten Abschnittes (S. 27 unten).

Es sollen nun spezielle Voraussetzungen angegeben werden,
unter denen eine zugehOrige Variationsaufgabe (2.12), (2.13)

zu der Randwertaufgabe (2.24), (2.25) existiert.

Die Randwertaufgabe (2.24), (2.25) sei selbstadjungiert, das
heiRt, daR ganz analog zu der Definition bei Eigenwertaufgabe,
(1.6a), (1.6b), fir das innere Produkt

(u, G[v]) = (efu], ) (2.27)
gilt. Hierbei sind u und v wieder beliebige Vergleichsfunktionen,

die die Randbedingungen (2.25) erfiillen und geniligend oft

differenzierbar sind.
Weiterhin sei
(u, Glu]) =2 o (2.28)

fiir alle Vergleichsfunktionen. Die Randwertaufgabe ist dann

positiv semidefinit.

Satz 2.1: Die Randwertaufgabe (2.24), (2.25) sei linear, selbst-
adjungiert und positiv semidefinit. Die iUber die Eulersche

Differentialgleichung zugeordnete Variationsaufgabe ist dann

b
J[Y] = 3 (u, G[U]) =1 J u G[u] dx = Min. (2.29)
e
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mit den Randbedingungen (2.25)
Vi[y] = Uly] = o . (2.30)

Beweis: Zuerst wird gezeigt, daB die LOsung von (2.29), (2.30)
wieder auf die Randwertaufgabe (2.24), (2.25) fihrt.

Wir setzen wieder
y = ¥ +¢h
an und erhalten aus (2.29) wegen der Linearitit
3[y]= % (F+en, a[F+en))
= 1((5, a[7]) + (¥, ¢[en]) + (en, a[F]) + (en, clen])).

%% muR an der Stelle € =0 ein Minimum besitzen, auRerdem

beachten wir die Selbstadjungiertheit:

b
%% lezo = (B ¢[7]) = ‘f h G(x,¥,7",...) dx = 0. (2.31)
a

Da h wieder beliebig war, folgt
e[y] = o

Dies ist die urspringliche Differentialgleichung (2.24). In
(2.31) taucht nicht der Ausdruck S wie in (2.17) auf; es

ergeben sich also keine zus&tzlichen natlirlichen Randbedingungen,
so daR die Ubernahme der Randbedingungen (2.25) als die der
Variationsaufgabe, (2.30), berechtigt ist.

Die Eulersche Differentialgleichung (1.19) war notwendige
Bedingung fir eine LOsung der Variationsaufgabe. Existiert
also eine LOsung der Variationsaufgabe, so ist sie gewiR auch

unter den Losungen der Differentialgleichung. Kehren wir die
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Fragestellung um, so ist es zunidchst nicht sicher, ob eine
LOsung der Differentialgleichung auch eine LOsung der
Variationsaufgabe ist. Da wir jedoch die Semidefinitheit der
Randwertaufgabe (2.24), (2.25) gefordert haben, ist es
zwingend, daB das Funktional (2.29) fiir eine L8sung der

Differentialgleichung tatsdchlich das Mimimum

ile] = o

annimmt.

Die Variationsaufgabe (2.29), (2.30) hat nun anscheinend nicht
die Form der Aufgabe (2.12), (2.13). In (2.29) treten Ableitungen
g0 hoher Ordnung auf, wie sie auch in der Differentialgleichung
(2.24) vorkommen, widhrend das Funktional (2.12) nur Ableitungen
halb so hoher Ordnung wie die zugehOrige Differentialgleichung
beeinhaltet. Wir kodnnen aber trotzdem (2.29) in der Form von

(2.12) schreiben, was Jjedoch nur verbal erliutert werden soll:

Die hochste Ableitung in (2.24) ist von der Ordnung n. Es ist
nicht mdglich, daR n ungerade ist, da sonst die Randwert-
aufgabe nicht selbstadjungiert sein kann. Wir k&nnen n = 2m
schreiben. Durch mehrfache partielle Integration von (2.29)
erreichen wir, daR in dem Integral nur noch Ableitungen bis
zur Ordnung m auftreten. Daflir ergeben sich Randterme mit
Ableitungen bis zu Ordnung 2m-1. Durch die vorliegenden
Randbedinungen (2.30) k&6nnen die h&heren Ableitungen in den
Randtermen ersetzt werden. Es zeigt sich, daR dann nur noch
Ableitungen bis zur Ordnung m-1 in den Randausdricken

auftauchen.

Dies entspricht dann genau der Form (2.12), in der im Integral
die Ableitungen bis zur Ordnung m und in den Randausdriicken A

und B bis zur Ordnung m-1 auftreten.
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Besonders einfach wird die Angabe des Integrals der Variations-
aufgabe, wenn die selbstadjungierte, positiv semidefinite
Differentialgleichung bereits in der ,selbstadjungierten Form"

¢[y] = i(ai<x>y<i)>(i> (2.32)
1=0

vorliegt. Dann wird F in (2.12) zu

o] -

Die Bestimmung von A und B in (2.12) muB trotzdem noch vor-

M=

Z ai(x)y‘i’2 : (2.33)
10

genommen werden.

Beispiel: Wir suchen zu der selbstadjungierten Randwert-

auf'gabe

ao(x) y = (aq(x) y")' = 0 ,
%,y(a) + o,y'(a) = 0 ,
Bsy(D) + By (b) = 0

(vgl. 8.3) die zugehorige Variationsaufgabe. Wir bilden

:
J[Y] = f y (aoy = (a1y‘)') dx

_ ab

X 4
2 12 + e 5
(aoy? + aqy'2) dx a1u2 yla B2 y‘b

b

= J (aoy® + asy'2) dx + [yawf']gl
,r
@

Die Semidefinitheit erkennen wir direkt aus dem Funktional.

Die Randwertaufgabe ist flr

ao(X), a1<X)’ %, _g_;_ 0

v

positiv semidefinit.
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Bemerkung: Eine zu einer Randwertaufgabe gehOrige Variations-
aufgabe braucht nicht unbedingt wie oben Uber die Eulersche
Differentialgleichung aufgesucht werden. Vielfach ergibt

sich eine Variationsaufgabe schneller durch Aufstellen
entsprechender physikalischer Energieausdriicke oder auch

durch ein ,Fehlerquadrat"

] = [ (els) e (2.31)

Hier werden keine einschrénkenden Voraussetzungen an die
Randwertaufgabe gestellt, insbesondere kann sie auch

nichtlinear sein.
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2.1.4. N&herung von Randwertaufgaben mit dem Ritzschen Verfahren

Nehmen wir an, es liegen die Voraussetzungen an eine
Randwertaufgabe des Satzes 2.1 (S.29) vor. Dann gibt es liber
die Eulersche Differentialgleichung die zugehOrige Variations-
aufgabe (2.29), (2.30), so daR wir jetzt darauf das Ritzsche
Verfahren anwenden k&nnen. Es ist zu erwarten, daR eine
N&herungsldsung der Variationsaufgabe auch eine N&herungs-

18sung der Randwertaufgabe ist.

Die Ritzschen Gleichungen lauten dann mit dem Ansatz (2.3)

é%z 3 (u, G[u]) = 0 4 @i = E n
- B_g_i 2 ( LZ=1 aiVy s & [; alvl] ) S
- (Vi, (}[ézaivi]) = (vi, G[u]) = 0

In den Randbedingungen taucht das Funktional der Variations-
aufgabe nicht mehr auf, das bedeutet, es ist gar nicht
notwendig, die Variationsaufgabe explizit zu bestimmen,
sondern wir konnen gleich die Ritzschen Gleichungen in der

sGalerkinschen Form"
b
(Vs G[u]) - f v G[u] ax = o© (2.35)
o

anschreiben. Obwohl die Variationsaufgabe nicht mehr bekannt

sein muB, ist es gleichwohl notwendig, daR diese existiert.
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2:2 DAs GALERKINSCHE VERFAHREN

Sowohl bei der Aufgabe den Rayleigh-Quotienten eines selbst-
adjungierten, volldefiniten Eigenwertproblemes zu minimieren

(s. S. 19 ff) als auch bei der N&herung einer selbstadjungierten,
positiv semidefiniten Randwertaufgabe (S. 34) durch Aufstellung
der zugehtrigen Variationsaufgabe ergaben sich mit dem Ritzschen
Ansatz (2.3)

u(x) = Z aivi(x)
t=1

die Ritzschen Gleichungen in der Galerkinschen Form (2.7a)
und (2.35):

(vi, G[u]) = J Vi G[u] dx = O, i=1...n . (2.36)

Hierbei soll G entweder der Differentialoperator einer

Randwertaufgabe sein oder eine Eigenwertaufgabe wiedergeben:
G[y,»] = L[y] - aufy] . (2.37)

Die Koordinatenfunktionen Vi erfiillen die entsprechenden

Randbedingungen.

Unter den oben angegebenen Bedingungen lassen sich als
Ritzsche Gleichungen sofort die einfacheren Galerkinschen
Gleichungen anschreiben. Die Galerkinschen Gleichungen
behalten aber auch dann noch ihre Berechtigung, wenn die
angegebenen Bedingungen nicht mehr vorliegen. Also z.B. dann,
wenn einer Randwertaufgabe keine Variationsaufgabe mehr

entspricht.
Dies kann man folgendermaRen begriinden: Durch das innere Produkt
(u, G[u]) (2.38)

definieren wir uns eine Art Fehler. Das innere Produkt kann
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auch negativ werden, flr eine LOsung der Eigenwertaufgabe
oder der Randwertaufgabe ist es Null. Umgekehrt kann man
aus dem Verschwinden des inneren Produktes (2.38) nicht
schlieBken, daB u eine L&sung wdre. Immerhin kann man
(2.38) als MaR flir eine Abweichung ansehen und fordern,

daR flr eine Nidherungsldsung u (2.38) verschwindet:
(u, G[u]) = 0
Setzen wir filir u den Reihenansatz ein, folgt
n
((Ya;vy 5 cfu]) = o —

;ai (vi, G[u]) = o

(2.38) wird dann zu Null, wenn jeder einzelne Summand Null
wird. Aus dieser Forderung ergeben sich die Galerkinschen
Gleichungen (2.36)

Es ergibt sich also, daB die Koeffizienten a. so gewdhlt werden
missen, daR der Ausdruck G[u] orthogonal zu Jjeder einzelnen

Koordinatenfunktion wird.

Auf einen wichtigen Sonderfall sei noch hingewiesen: Bearbeitet
man mit dem Galerkinschen Verfahren eine selbstadjungierte
Eigenwertaufgabe und setzt im Ansatz (2.3) als Koordinaten-
funktionen Eigenfunktionen an, so sind diese nach Satz 1.3 (s. 7)
im verallgemeinerten Sinne orthogonal. Dies fihrt dazu, daB sich

das Gleichungssystem (2.36) entkoppelt und aus jeder Gleichung

genau ein a, bestimmt werden kann.

Mit dem Galerkinschen Verfahren haben wir eine M&glichkeit in
der Hand, auch beil komplizierten Problemen durch einen einfachen

Ansatz eine brauchbare NdherungslOsung zu erhalten.
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2,3 BEISPIELE

2.3.,1 Die Durchbiegung des belasteten Stabes

Als Beispiel fur die Anwendung des Galerkinschen Verfahrens
soll die statische Auslenkung eines in seiner Lingsrichtung
belasteten, gelenkig gelagerten Stabes oder Balkens berechnet
werden. Dabeil soll das Eigengewicht des Stabes Berilicksichtigung
finden. Vergleiche dazu auch die Rechnungen von v. Mises und
Szabd, [12] und [16], S.313ff, die das Verfahren nach Galerkin

jedoch nicht anwenden.

—

Bildid.

P ist die einwirkende Kraft, y(s) die Auslenkung des Stabes
an der Stelle s. Der Abhdngigkeit von der Bogenlinge s wird
gegenliber der von der Koordinate x der Vorzug gegeben, da
dann die einfachen Randbedingungen

y(0) =0, y(1) =0
mit der Gesamtlénge des Stabes 1 auftreten.
Zur beschreibenden Differentialgleichung gelangt man durch

nFreischneiden" und Aufstellen der Momentengleichung fur

den Punkt s:
)

Bild 1a.

NI®




Mg + Mp + M, = o . (2.39)

Das Biegemoment M_ ist proportional der KriUmmung y

B

My = -k EJ . (2.40)

E ist der Elastizitdtsmodul und J das Fldchentrigheitsmoment.

Das Moment MP in Folge der angreifenden Kraft P ist

L 2.41
My, y P . ( )
SchlieRlich ergibt sich filir das Moment MG auf Grund des
Eigengewichtes G
L
y = - - 1 -
M, qa [ (6-5) as + 1G (1-s)

5

Hierbei ist q das Gewicht je L&ngeneinheit des Stabes.

Der obige Term flir dieses Moment gilt streng nur flr den

nicht ausgelenkten Stab. Er sei jedoch auch als Ndherung

flir kleine Auslenkungen Ubernommen, da sonst ein kompligzierter

Integralterm entsteht. Mit G = g 1 formen wir weiter um:

= 1 ¢2 1 4 -
MG = - q [55 —<58] .t 34 1 (1l-s)
My = a = 31% +1s + 3s® - 5% - 31s + 212
M., = % q s (1-8) (2.“2)
L)
Zusammenfassend schreiben wir
-k EJ - yp + % s (1-s) = O (2.43)

und y(0) = 0, y(1) = O . (2.44)
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Die Krimmung w muR noch durch y ausgedrlickt werden. Flr

den Winkel ? lesen wir aus der Zeichnung ab:

dy sin g

Bild 2.

Wir differenzieren nach der Bogenldnge und erhalten

dsv. - ap
asz 9% 3s
und daraus
W = QEE = 1 d2y
ds =~ cos P ds? :
Mit cos kP \/ 1 - 51n2 '\/ 1 - y
ergibt sich flr die Krimmung
d2y
dsi2
K s 3 (2.45)
dy) 2
- (a‘s‘)
so daRk die Differentialgleichung Jjetzt
y"
EJ + Py =~ %:s(l-s) = 0 (2.46)

Vl _y|2

lautet. Dies kann man zusammen mit den Randbedingungen als
eine nichtlineare Eigenwertaufgabe auffassen. Der Eigenwert

ist dann die Kraft P (oder Ublicherweise E%f




Lo

1
Mit = 1+3y' + Byt o+ oLl (2.47)

i

wird aus der Differentialgleichung

olw

y"(1+ 42+ Wyt LL)ET + Py - £5s (1-s) = 0.
N&hern wir die Reihe nur grob durch das erste Glied an,
geht die Differentialgleichung fiir q = O in die bekannte

N&herung der linearen Elastizit8tstheorie

- y” = EETY (2.}48)

Uber. Diese lineare Aufgabe hat unter Berilicksichtigung der

Randbedingungen (2.44) die Losungen

2

P1 = EJ T{E- 3 LP1(X) = sin 7% 3
2 .21

Pz = EJ 1—rr2 Y LPZ(X) = Ssln ‘_i_s‘ )

Vergleiche dazu auch das Beispiel auf S. 9. Diese LOsungen
sind nun die physikalisch eigentlich wenig sinnvolle Aussage,
daR der Stab nur filir diskrete Werte Pi eine Auslenkung
erfdhrt, die GroRe der Auslenkung dabei auch noch unbestimmt
ist, da jede Funktion alp. Losung ist. Immerhin 18Rt sich das
erstmalige Ausknicken des Stabes gut bestimmen; die dazu

notwendige Kraft P; wird als Eulersche Knicklast

P, = EJ X (2.49)
bezeichnet.

Die Reihe (2.47) soll jetzt erst nach dem zweiten Glied

abgebrochen werden, wodurch wir eine bessere Aussage erwarten

diirfen. Die Aufgabe lautet dann mit der Substitution




b1

und unter Berlicksichtigung der Terme flr Pk und G

o) S 2 12 _ql 1 _
¢ P
~ ¥ (1+ Fx y'3) o+ B - P‘iﬁl'ftm“t) = 0 (2.50)
und y(0) =0, y(m) =0

Auf eine neue Bezeichnung der Auslenkung y, die jetzt von
der substituierenden Variablen t abhdngt, sei verzichtet.
Der Strich ' bedeutet hier also die Differentiation

nach t.
Wir machen jetzt den eingliedrigen N&herungsansatz
y(t) = Yo sin t , (2.51)

welcher den Randbedingungen genligt. Der Koeffizient I
gibt die Verschiebung der Stabmitte in y-Richtung an.
Obwohl der Ansatz nur aus einem Glied besteht, dirfen
wir eine gute N&herung erwarten, da die gewdhlte
Koordinatenfunktion sin t bereits Eigenfunktion des

stdrker vereinfachten Systems (2.48), (2.44) war.

Die Galerkinsche Gleichung (2.36) lautet nun

14
. 3 1t
jsn1t[—ym51nt(1 t osTE Y

=]
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T
[(Ji - 1) y_sin%t - 168 y3 sin2t cos2t - ot (=t ) sin‘b]dt
Pk m 212 “m Pk2n2
(o]
Wir integrieren (Integrale s. [1]),
P _ oo, G 1 _
(Pk )39, - 317 8 ¥n F;méu = 0

und erhalten eine kubische Gleichung zur Bestimmung von I

welches auf die Linge 1 bezogen wird:

Ym3 8 P Im 32 G
()" = S (- 1) W - 20 S (2.52)
1 ¢ Pk 1 T Pk
Flir G = 0 geht die Gleichung nach Division durch %? in

ym . .22 [P (2.53)
1 R £ ¢ Pk

Uber, was dasselbe Ergebnis darstellt wie das in [12] von
v. Mises berechnete, zu dem wir hier aber auf anderem Wege

gelangen.

Die Ld&sungen von (2.52) flir nicht verschwindende Eigengewichte
G lassen sich gut graphisch in Abhidngigkeit der Parameter
P und G ermitteln, da (2.52) geometrisch den Schnitt einer

Parabel 3. Grades mit einer Geraden darstellt.







] T
T 1
5 & & 1811
E <1 1
H
i - T
|- 1 8
i
- - H
FEEHHEEEE
Y I
+
™ K i, S
& x-l.r L I.
ez HH H g
1 s jaEa
: £ . :
i
1 ; e 1 5
I . -4 -4 1  §
: _. NEEEEE
i 12 ARR u
¥
!
I b -
H 1
IR H
: ]
1
i
-] _ bt
+ ;
; 4
=
FHAS 1
t | L
| a.m ~
A




h5

Die Vorgehensweise zur Ermittelung der Wurzeln von (2.52)

an Hand des Bildes 3 sei an der unten stehenden Skizze

erliutert.

y ; '
P o ——
| G Y1 Y2
l ot
| Pk

P

Pk;

Bild 5.

Ein Winkel wird durch den Ursprung und den entsprechenden

Wert gt gelegt. Durch ein weiteres Lineal verschiebt man

den Winkel parallel, bis der gewlinscht Wert %% der mitteleren
senkrechten Achse getroffen wird. Lotet man die Schnittpunkte
dieser Geraden mit der Parabel auf die Abzisse, sind dort

unmittelbar die Wurzeln 38 abzulesen.

1

Durch eine derartige punktweise Konstruktion entsteht das

Bild 4. M st tber 8- aufgetragen, ist der Parameter

&

1 Pk Pr

der Kurvenschar. Eine Uberpriufung einzelner Wurzeln mit
Hilfe der Cardanischen Formel ergab, daR die Genauigkeit
dieser graphischen Konstruktion durchaus hoch anzusetzen

ist; der Graph inBild 4 wies Abweichungen von unter 1 mm
auf, das entspricht einem Fehler von %? in der GrdRenordnung

von 0,005, was angesichts der Vernachlidssigungen bei der

Aufstellung der Differentialgleichung voll befriedigen sollte.
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Ergibt sich nur eine reelle Wurzel als L&sung von (2.52), so
entspricht dies dem normalen ,Durchhidngen' des belasteten Stabes
oder Balkens nach unten.

Interessanter ist der Fall, bei dem sich dreil reelle LOsungen
ergeben: Die kleinste LOsung flir Y unter diesen entspricht
weiterhin dem Durchhingen des Balkens, die groRte gibt die

Form eines nach oben Vorgesbannten Bogens an (vergleichbar

einem ,Stiitzbogen"). Die ,mittlere" unter den drei LOsungen
entspricht aber einer Form des Balkens, die ynicht stabil"

sein kann. Der Begriff der ,Stabilitdt" bezieht sich auf das
dynamische Verhalten: Bei einer kleinen St6rung der (Ruhe-) Lage
des Balkens verldRt die Form eine Umgebung der Ruhelage nicht
oder kehrt auch in diese zurlick. Obwohl hier gar keine dynamische
sondern nur eine statische Betrachtung durchgefiihrt wurde, 18Rt
sich die p,Instabilitdt" doch von der praktischen Anschauung

begrinden:

Nehmen wir einen gewichtslosen Balken an, der in der Mitte
geringfligig gegen seitliches Auswelchen gestilitzt wird (mit
einer Strebe). ErhOhen wir nun die Lingskraft P auch Uber die
Knicklast Pk hinaus, so wird der Balken doch nicht ausknicken,
obwohl die Strebe keine groRe XKraft aufnehmen muf. Gleichwohl

bricht der Balken beim Wegfall der Strebe seitlich aus.

In Bild 6 entsprechen die beiden dick gezeichneten Linien den
stabilen Lagen des Stabes oder Balkens, die Gestrichelte deutet
die Instabile an.

Bild 6.
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Bemerkung: Zwar wurde stets von dem ,Eigengewicht" G gesprochen,
doch kann das Gewicht natiirlich auch von einer gleichmdRigen

fremden Last auf dem Balken herriihren.

Mit der auch schon unter Vernachldssigungen entstandenen
Differentialgleichung (2.50) haben wir mit dem sehr einfachen
Ansatz (2.51) flir das Galerkinsche Verfahren doch bereits
genauere Einblicke in das statische Verhalten des belasteten
Stabes oder Balkens gewinnen kOnnen. Auch 18Rt sich z.B. die
Frage nach dem Durchschlagen des nach oben vorgespannten
Balkens mit den obigen Uberlegungen beantworten, obwohl wir

nur eine statische Betrachtung durchgefiihrt haben.

Die Ergebnisse dieses nicht sehr aufwendigen Weges erkldren
das mechanische Verhalten weit besser als die L&sung der

linearen Nidherung (2.48).
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2.35.2 Das durchstrdmte Rohr

Als weiteres Beispiel, in dem das Verfahren nach Galerkin
angewendet werden soll, sei ein druchstrdmtes Rohr untersucht.

Daflir gibt Roth [15] die Differentialgleichung
= m " . i o
L[y] = EJy + (Pref(t)) y" + 2vpugny! + My + ky =0 (2.54)

an. Dabei ist P+ef(t) eine pulsierende Lingskraft, v die
Geschwindigkeit der Flissigkeit im Inneren des Rohres,/xF

die Dichte der Flissigkeit, M.die gesamte Dichte des Rohres,

P die Dimpfung und k die elastische Bettungsziffer des Rohres.
Die letzten GréRen sind Jjeweils auf eine Léngeneinheit bezogen.
Hier liegt im Gegensatz zu vorherigen Beispiel eine partielle
Differentialgleichung vor. Wir machen flr die Ortskoordinate

trotzdem wieder denselben Ansatz

u(x,t) = ) ag(t) vi(x) (2.55)

i=1

wodurch die Koeffizienten a. notwendigerweise Funktionen der
Zeit werde. In dieser Form &hnelt der Ansatz dem Bernoullischen

Produktansatz zur Separation von partiellen Differentialgleichungen.

Diesmal wdhlen wir einen viergliedrigen Ansatz mit trigono-

metrischen Funktionen,
ul irntx
u(x,t) = Z ai(t) sin = (2.56)

=1

die den Randbedingungen des beidseitig drehbar gelagerten Rohres,
y(O) =0 s y(l) =0 s y"(O) = 0 s Y”(O) = 0 E (2'57>
genligen.

Die Galerkinschen Gleichungen lauten nun

L
J sin 5%5 L[u] dx = 0 , i=1,2, 3, b.
0
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Schreiben wir uns die bendtigten Grdhlen an:

u = a1
1-,1 = é.1
.Ll. = g1
Ll' = TTT [ é1
u"-——%;[a1
an" = 7{_:[8“1

Beim Integrieren beachten wir nun gleich

. Tx
Sin <

X
sin —=—

X
sin—=

n
COBi==

X
sin —

¢ RX
S1Lh——

Fir n, m€Z gilt

J

und

f

sin

sin

+ 16&2

sin

cCOoBs

mrrx

21X

dx

dx

+ &3siné£§
1

+ éa SinBﬁ—X
1

+ 'a':ssiné’—TE
1

+ Béa ooséﬁ—X
1

+ OQas sinﬂ
1

+ 81agslnég~

O fir
il .

5 fir
O fir
;_ 2n
7T n®- m2

+ La,

+ 168.1.;

+ 256a,8in —=

n+m

sin =—/=

sin —

sin —

cOS

sin —

gerade

n+m

die folgenden Integrale:

ungerade.
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Damit werden die Galerkinschen Gleichungen zu

1 4 . .
5 [ EJ—’llza1 = (P+gf) a1 +,ua1 +pa1 +ka1] + 2V/*F(_§2a2 -2ha,)= 0 ,
i : ;
5[16EJFa2 - 4(P+ef) az +/ua2 +Pa2 +ka2] 2V/uF( % a, -g3as) = 0 ,

%[81EJ Iwas - 9(P+ef) a3 +Mas +pas + kas) + 2V ( g2a, -2ha,) = 0,
%[256EJ14a4 - 16(P+£f) au +/A.a4 +pa4 + kaq] 2v/uF(ngé1 -8335) = O

/u<;i1 +pé1 % 1 EJ:’LT—: - (P+gf)’—lT-;+k)a1 - -%L_-VILLF(géZ + 2=4a4) = 0
/u.éiz + péz + (16EJ’—1"—:— - 4(P+af’)-°f—2- + k) a = %LLV/“F (2a; + lgz‘é3) = 0
Mes + pas + (81EJ—£’; - 9(P+&f)1‘—z + k) as - %V/U‘F (224, + 23ta,) = O
Mas + pa + (256EJ717—:— 16(P+ef)31—2—+ k) ag = %V/MF (-%a, - 2*as) = 0
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Wir haben also flir die Bestimmung der Funktionen ai(t) ein
gewShnliches lineares Differentialgleichungssystem 2. Ordnung
erhalten. Interessanterweise rilihren die Verkopplungen in diesem
System gerade von dem Term mit den gemischten Ableitungen &'

der beschreibenden Differentialgleichung des Rohres her.

Die Koeffizienten des Differentialgleichungssystems sind bis
auf £ = £(t) konstant. Spalten wir diesen zeitabhingigen Term

ab, nimmt das Differentialgleichungssystem die Form

/ﬂ'éi.‘i + Pa1 + kqaq = 0422z = Kizas - L?:’1(t) as = 0 ,
Méaz  + Péz + kaaz + Oq2a7 = Ozzas =- ka(t)asz = O,
/453 + Paa + ksasz + Wyzan = WNzzas - Es(t) as = 0 ,
}Léq + péq + kuas + Oqaa4 + Osuas - kug(t)as = O
(2.58)

B 4 2 ~ T2 9=
Kq:= EJ%#—- PIz +k ,  ki(8) 1= £(t) 93 s P N/ F
i mt i ~ —_—) 2 Ur"’ ._32
kz.—16EJ—l—4— - MP? + ko, ka(t) := f(t>l_2_ = 4kq(t), 0(14-‘15V/‘4F>
ks := 81EJE. - opfo Ta(t) = T2 - gL (t), Noa:ct®
3 15 9P12 + k ka(t) =9 f(t>12 9k 4 > X235 VML,

~ 2 ~
kyi= 256E0T - 16P55 + k ,  Ka(t):i= 16 £(6)5 = 16K, (5), Xau: = SEvu,.




52

Das Differentialgleichungssystem wird nun auf die gewohnte Form
eines Systems 1. Ordnung gebracht. Zu diesem Zweck werden die

neuen GroRen

X1 = an s Xs = aa 3
X2 = as 5 X6 = éz 5
X3 = as 5 X7 = é3 e
Xy L= agy S Xg o= éq.

eingeflhrt. Dann lauten die Differentialgleichungen

Xs = - ;'xs - %} X1 4 %;2 Xe + a}f Xg + Q:;f) %1
Xe = - ;-Xe - %% Xz = %;f Xs + %ia Xy o+ Eiit> X2
X5 = —/E—x7 - %% X3 - %i? Xe + %a“ xXg + Ei£F> X3
Xg = - ;'Xa - %% Xy - %;f Xs - ii“ Xy o+ E7£t> Xy
sowie
X1 = X5 ,
X2 = Xe ,
X3 = X7 ,
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In der obigen Form k&nnen wir die Differentialgleichungen auch

gut als Matrixdifferentialgleichung schreiben:

X = (A+A(£)) x = Ax + X(t)x -

x = Ax + Bu ,

y = &x (2.59)
u = -K(t)y mit A(t) = - BK(t) C

Die Matrizen und Vektoren haben dabei folgendes Aussehen:

IL(
/U.
/v(
7 M —
A=— , B=
Iu- "kq "P 0(42 ' 0(4;1. 7
-k, o m0p P Oaz i
' ‘/(3 ~%a3 =P &Ky ’ ' 1
_kh ~Olgy - "0 -
- - s ws -
7 - )7
. 1 yi= Y U
- 1 ' Y, g =
1 e
= — - acal o
_ e T
XiZ | Xo X3 Xz Xy Xe X Xy Xg | .
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» :
e )
het| A=
e A B =
L‘ Kft) - kyft)
kY
K kit

Diese Form der Matrixdifferentialgleichung entspricht gerade
dem in der Regelungstechnik so h8ufig behandeltem Systemtyp.
Hier haben wir einen Mehrfachregelkreis mit einer zeitverédnder-

lichen Rickkopplung vorliegen.

Obwohl wir also von einer in der Regelungstechnik nicht
typischen Aufgabenstellung ausgegangen sind, erhalten wir

liber das Galerkinsche Verfahren jetzt die Form eines
Differentialgleichungssystems, das dem eines rilickgekoppelten
Mehrfachregelkreises genau entspricht. Es wird dadurch moéglich,
die Methoden der Regelungstechnik auf dieses System anzuwenden
und dabel eine durchaus anders geartete Aufgabenstellung,
ndmlich die Untersuchung einer partiellen Differentialgleichung,

zu beantworten.

Bei der Problemstellung des durchstrdmten Rohres ist eine
explizite LOsung vermutlich nicht von entscheidender Bedeutung.
Es kann die Frage interessant sein, unter welchen Bedingungen
das Rohr in Ruhe verharrt, bzw. auch bei Stérungen in die

Ruhelage zurickkehrt.
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Diese Frage kOnnen wir n#herungsweise dann beantworten, wenn wir
denMcehrfachregelkreis (2.59) auf Stabilitidt untersuchen. Ist dies
dieser ndmlich stabil, klingen die Funktionen ai(t) mit der
Zeit ab und damit auch die Auslenkung des Rohres
L "JT

u(x,t) = z;ai(t) sin £T§
Als Unsichheit bleibt freilich bestehen, daR u lediglich
N&herung flr die strenge LOsung der partiellen Differential-
gleichung ist. Es widre denkbar, daB in der Ortsrichtung
kilrzere Wellen auftreten als die, welche in dem Ansatz
erfaRt werden und jene gerade ein instabiles Verhalten
besitzen. Werden jedoch in dem Ansatz genligend viele Glieder
berlicksichtigt, wird man davon ausgehen k&nnen, daR ein

derartiges Problem nicht auftritt.

XO

zeitvariantes lineares, zeitinvariantes
Teilsystem Teilsystem

<
Ix
I\

X

-

(@)

Bild 7: Blockstruktur des Differentialgleichungssystems (2.59).

Die Frage nach der Stabilitdt lieRe sich unter Heranziehung
des Kreiskriteriums bearbeiten. Das Bild 7 macht deutlich, daB

die fir das Kriterium notwendige Aufspaltung in ein lineares,
zeitinvariantes und in ein nichtlineares bzw. zeitvariantes

Teilsystem mdglich ist. Bild 8 zeigt das vollstidndige Struktur-
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bild, in dem bereits eine Abschitzung des zeitvarianten Teil-
systems angedeutet ist. Auch sind dort die Anfangszusténde

der Ubersichtlichkeit halber fortgelassen.
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Bild 8: Struktur des Systems (2.59).
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3. DIE STABILITAT VON MEHRGRGSSENSYSTEMEN

3.1 VORBEMERKUNGEN

Dem Kernpunkt dieses Kapitels, dem Kreiskriterium flr nicht-
lineare MehrgrdBensysteme (Abschnitt 3.2), werden noch einige

Sdtze vorangestellt, auf die spédter zurlickgegriffen werden soll.

%3,1,1 Das Gerschgorin~-Theorem

Satz 3.la: Die Eigenwerte einer komplexen Matrix A = (aik)e ¢hxn
liegen innerhalb oder auf dem Rand des Gebietes G der komplexen
Ebene, gebildet aus n Kreisen Ki mit den Mittelpunkten ass und

den Radien
da. = }:laikl , i=1...n , (3.1a)
k#1

also gleich den Zeilensummen der Betrdge der Nichtdiagonal-=
elemente. Das gleiche gilt flr das Gebiet G', gebildet aus

n Kreisen Ki mit den gleichen Mittelpunkten asy und den Radien

1 - o -
d; = 2;laki| , 1=1...n 3 (3.1b)

also gleich den Spaltensummen der Betrédge der Nichtdiagonal-

elemente.- Die Eigenwerte kOnnen durch den Durchschnitt der
Gebiete G und G',

_ 1
ene' = (Uxy) N (Ux}) . (3.2)
i i
welter eingegrenzt werden.

Satz 3.1b: Durchsetzen sich m der Kreise und bilden ein

zusammenhingendes Gebiet H, das alle Ubrigen Kreise auBerhalb

18Rt, so liegen genau m der Eigenwerte in H.

(s. [10])
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Béeweis 3.l1a: Sel x ein beliebiger Eigenvektor des Matrix A

und A der zugehlrige Eigenwert,

Ax = Ax . (3.3)
Xj sel nun die Komponente des Vektors x, flr die gilt:

Ile = m?x I %5 | . (3.4)

Schreiben wir nun die j-te Zeile der Matrixgleichung (3.3) an:

A.. X. + a. X = >\X. -
JJ 7J E Jk Tk J
J
= ad.. X . = a. X -—
O TR TP N
X

(A-a.. = a, =X -

JJ) ksj Ik %J
A-a..l < la.. | = 4d

JJ K5 Jk J

wegen (3.4) und mit dj nach (3.1a). Der Eigenwert X liegt also
in dem Kreis um ajj mit dem Radius dj wie es der Satz 3.1la
aussagt. Desgleichen filihren wir den Beweils filir die Kreise Ki
durch, indem wir in (3.3) die Matrix A durch die transponierte

Matrix A' ersetzen. Diese hat dieselben Eigenwerte wie A.

Beweis 3.1b: Bestehe das Gebiet H aus den m Kreisen Kjl bis ij

Definieren wir jetzt eine Matrix B(t), mit der B(O) = diag (aii)

und B(1) = A gilt. Die Nichtdiagonalelemente von B(t) sollen
stetige, monotone Funktionen von t sein. Die Diagonalelemente
sind konstant. Dann haben die Gerschgorinkreise Ki(t) der Matrix
B(t) konstante Mittelpunkte und mit t stetig und monoton wachsende
Radien. Die Eigenwerte von B(0O) sind die aiis die Kreise Ki(O)
sind punktformig zusammengezogen. Nach Voraussetzung miissen nun
auch die Kreise Kji(t) bis ij(t), O0<t<1, stets alle anderen
Kreise aukerhalb lassen. Daher enthalten die ,Kreise" Kjl(o) bis
ij(o) genau m Eigenwerte. Die Eigenwerte einer Matrix sind aber
stetige Funktionen ihrer Elemente; daher mlissen flir t =1 immer
noch m Eigenwerte in den Kreisen Kj1(1> :KJ'1 bis ij(l) =ij
liegen. (vgl. [10])
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Beispiel: Eine exakte Berechnung der Eigenwerte der Matrix

I=
"

ergibt Ay
Az
As

-3,177
3,588 +

3,588 -

4
1 -3

1,386 1 ,
1,386 1 .

Zeichnen wir nun die pGerschgorinkreise" entsprechend den

Zeilen- und Spaltensummen:

Im g

Bild 9a: Die Kreise Ki'

Im 4

Jm i
* -
1
K3
Ay
Re =i v Re
-yl

Bild 9b: Die Kreise Ki.

Bild 9c: Das Gebiet GNG'.
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Bemerkung: Die relative Genauigkeit der Abschitzung der Eigen-
werte durch das Gerschgorin-Theorem entspricht dem Verhdltnis

von di bzw. di zum Betrag der Diagonalelemente Iaiil. FlUr Matrizen
Iaiil > di bzw. di liefert der Satz also Abschdtzungen

groRer relativer Genauigkeit. In diesen Matrizen Uberwiegen

dann betragsmidBig stark die Diagonalelemente. Flr Diagonal-
matrizen liefert das Gerschgorin-Theorem dann sogar die genauen

Eigenwerte A. = a...
1 ii

3.1.2 Diagonaldominante Matrizen

nxn

Eine Matrix A = (a.,)€C heiRt zeilendiagonaldominant, wenn

ik
sie die Bedingung

lagg 1 > g{ lag | , 1= 1...n (3.5a)
erflillt. Sie heiBt spaltendiagonaldominant, wenn sie die

Bedingung

lags 1 > Z; la, ;| ¢ T =1...n (3.5b)
erfillt. In beiden F&llen spricht man auch kurz von

ndiagonaldominant".

Satz 3.2: Eine diagonaldominante Matrix A ist stets regulér

oder invertierbar.

Beweis: Die Gerschgorinkreise schlieBen unter der Bedingung
des Diagonaldominanz (3.5a) oder (3.5b) den Ursprung aus.
Daher kann wegen des Satzes 3.la der Wert O kein Eigenwert

sein. Deshalb ist die Matrix invertierbar und damit regulér.
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3.1.3 Das Nyquist = Kriterium

Es liegt ein lineares, zeitinvariantes MehrgroRensystem der

Form

x(t) = A x(t) + Bu(t) |, (3.6a)

y(t¢) = Cx (3.6b)
mit der Riickkopplung

u(t) = r(t) - y(t) (3.7)

vor. Es ist x(t) eR", r(t), ult), y(t) eR"™, AeR™",
EeIRnxm, ce R™™, Wir setzen voraus, daB (3.6a), (3.6b)
eine Minimalrealisierung darstellt, also vollstdndig steuerbar
und beobachtbar ist (Begriffe s. z.B. [8]).

Xo

X
I

r g.B|

I~

Bild 10: Struktur des Systems (3.6a), (3.6b), (3.7).

Setzen wir (3.7) und (3.6b) in (3.6a) ein, folgt

x(t) = A x(t) + B(r(t)-Cx(t)) ,
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so daR wir zusammenfassend schreiben konnen:

x(t)

(A-BC) x(t) + Br(t) , (3.8a)

7(t) Cox(t) . (3.8b)
Das System (3.6a), (3.6b), (3.7) 1l&BRt sich auch durch die
Laplace-Transformierten beschreiben. R, U, Xﬁ?®m bezeichnen
die Laplace-Transformierten von r, u, y. Zum Thema der
Laplace-Transformation s. z.B. [7] oder kurz [8] S.374 ff.

Y(s) = L(s) U(s) , (3.9)

U(s) = R(s) - ¥(s) . (3.10)
L(s) € ¢™™ ist die Ubertragungsmatrix des offenen Kreises,

L(s) = C (Es-A)-1"B = AO%S) Zo(s) (3.11)

mit dem charakterischen Polynom der Matrix A

Ao(s) = det(Es -4) (3.12)
und der Polynommatrix

Zo(s) = C adj(Es-A) B . (3.13)

Analog zu der Beschreibung im Zeitbereich durch (3.8a), (3.8b)

kdnnen wir auch (3.9), (3.10) zusammenfassen:
Y(s) = L(s) (R(s)-Y¥(s)) =
(E+L(s)) ¥(s) = L(s) R(s) =

¥(s) = (E+L(s))™" L(s) R(s) =
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Y(s) = T(s) R(s) (3.14)
mit der Ubertragungsmatrix des geschlossenen Kreises

T(s) = (E+L(s))~" L(s) (3.15)

By
Iy
I<

Bild 11: Struktur des Systems (3.9), (3.10).

Andererseits erhalten wir T(s) auch aus (3.8a), (3.8b):

arsy Z(s) . (3.16)

I

I(s) = C (Es-A+BC)"" B

mit dem charakteristischen Polynom der Matrix A -BC des

geschlossenen Kreises
a(s) = det (Es-A+BC) (3.17)
und der Polynommatrix

Z(s) = C adj(Es-A+BC) B . (3.18)
Der geschlossene Kreis ist nun genau dann asymptotisch stabil,
wenn die Systemmatrix A -BC des geschlossenen Kreises nur
Eigenwerte in der linken offenen Halbebene besitzt. Die
Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen

Polynoms
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A(S) = O S5 (3n19)
welche dann in der linken offenen Halbebene liegen missen.

Zur Beantwortung der Frage, wann die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms A(s) des geschlossenen Kreises
in der linken offenen Halbebene liegen, soll ein Zusammen-
hang mit dem charakteristischen Polynom des offenen Kreises
hergestellt werden. Dazu bendtigen wir noch den folgenden
Hilfssatz:

Satz 3.3: Fur die Determinante der Matrix E+PQ, mit zwel
™ und ge ¢™" gilt

beliebigen Matrizen P€ ¢™
det (E+PQ) = det (E+QP) , (3.20)

wobeli E die jeweils passende Einheitsmatrix ist.

Beweis: Mit zweil gquadratischen Matrizen F und G gilt

det (F G) = det (F) det (G) = det (G F) . (3.21)

Dies nutzen wir mit zwel Ubermatrizen aus und erhalten durch

)

Umformungen (3.20):

det (E+PQ) = det (QP+E) .
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Stellen wir nun den Zusammenhang zwischen A(s) und Ao(s) her.

Wir schreiben (3.17) an und formen um:

Als)

det (Es-A+ BC) = det ((Es—é)(E + (gs—g)—@g))

det (Es-A) det (E + (Es-A)~1BC)
Wenden wir (3.20) mit P = (Es-A)~'B und Q =C an:

A(s) = det (Es-A) det (E + C (Es-A)~1 B)
Mit (3.12) und (3.11) folgt

A(s) = Aho(s) det (E + L(s)) <«

Als)
Ao(s)

det (E + L(s)) = (3.22)

Die Determinante von E +L(s) ist also gerade das Verh&ltnis
der charakteristischen Polynome des offenen und des
geschlossenen Kreises. Wie man aus (3.12) und (3.17) erkennt,
haben die Polynome Ao(s) und A(s) beide den Grad n. Wir haben

also den gleichen Quotienten wie im Fall des Eingr&Rensystems,

A
Ao ;
wo statt det(E+£(s)) der einfachere Term 1 +L(s) auftritt. Wir
wenden wie dort das Nyquistkriterium an (s. z.B. [8], S. 113 ff,

insbesondere (4.34) bis (4.37)).
Das Nyquistkriterium filir MehrgrdRensysteme lautet dann:

Satz 3.4: Der geschlossene Regelkreis (3.6a), (3.6b), (3.7)
oder (3.8a), (3.8b) ist genau dann asymptotisch stabil, das
charakteristische Polynom A(s) des geschlossenen Kreises (3.17)
besitzt also nur Nullstellen in der linken offenen Halbebene,

wenn die Bedingung
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LA arg (det(E+L(iw)) = rom+ acl (3.23)

erflillt ist. Hierbei ist r, bzw. a, die Anzahl der Nullstellen

in der rechten offenen Halbebene bzw. auf der imaginidren Achse

des charakteristischen Polynoms Ao des offenen Kreises. Unter

der Bezeichung Aarg f(w) versteht man die stetige Winkeldnderung

der komplexen Funktion f(w), wenn w das angegebene Intervall

durchliuft:

b

b

A arg f£w) = jd(arg flw)) . (3.24)
w=a

Bemerkung: Es ist bei der Anwendung von (3.23%) der scheinbar
selbstverstdndliche Umstand zu beachten, da® die Anzahlen der

Nullstellen ro und apg von Ao bekannt sein missen. Ist die

Zustandsdarstellung des Systems oder das Polynom Ao, direkt

gegeben, bereitet dies keine Schwierigkeiten. Wird das System

aber nur durch die Ubertragungsmatrix L(s) :(lik(s)> beschrieben,

ist die Angabe der Nullstellen von Ao und damit von ao und ro

keineswegs sofort mdéglich. Das Polynom Ao ist ndmlich nicht in

jedem Fall gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der

Nennerpolynome der Elemente lik<s)’

So ist in dem einfachen Beispiel

L(s) = ﬁg[é

nicht etwa Ao(s) = D(s).

2 1 1 2

Es gibt ndmlich kein Zusandsmodell

AegR'", BeR'2, C€IR2x1 das die obige Ubertragungsmatrix

(3.25) liefert. Vielmehr

eine Minimalrealisierung
Ist a positiv, liegen in
Nullstellen von aA,, also

bar ersichtlich ist.

ist
2
B = , C = (3.26)

von (3.25) und damit Ao(s) = (s-a)2.
der rechten offenen Halbebene zwel

r, =2, welches aus (3.25) nicht unmittel-
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Die Anwendung des Nyquist-Kriteriums in der Form des Satzes
3.4 bereitet bel MehrgrdRensystemen Schwierigkeiten, da

im Gegensatz zum Fall des Eingr&Rensystens zuerst eine
Determinante berechnet werden muBR. AuBerdem geht leider die
direkte Anschaulichkeit verloren. Deshalb werden jetzt die
Bedinungen des Satzes 3.4 verschidrft, so daB® wir wieder zu

unmittelbarer Anschaulichkeit gelangen:
Satz 3.5: Der geschlossene Regelkreis (3.6a), (3.6b), (3.7)
oder (3.8a), (3.8b) ist dann asymptotisch stabil, wenn die

folgenden Bedingungen gelten:

Der offene Regelkreis (3.6a), (3.6b) ist asymptotisch stabil, d.h.

Ao besitzt nur Nullstellen in der linken offenen Halbebene.
Die Matrix E + L(iw) ist flr alle w diagonaldominant.
Flir die Winkel&nderung von 1 +lkv(iw) gilt
(%)
b arg (1+lkk(1“’)) = 0 ,k=1...n . (3.27)

Bewels: Da der offene Kreis stabil ist, sind ro und ao Null.
Daher muB nach Satz 3.4

>8

arg (det(§-+£(iw))) = 0

Q

wre

fir die Stabilitidt des geschlossenen Kreises erfillt werden.

Die Determinante einer Matrix ist nun das Produkt ihrer

Eigenwerte, also

; arg (det(g +E(iw)ﬂ =‘p§7arg( TT'XK[E+£(iw)])

w k=4

- gw;a arg Ay [E+L(iw)] = “Zuw;aarg (1 + A [L(iw)])

Es seil dabeijkk[é] der k-te Eigenwert von A.
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Da die Diagonaldominanz von E +L(iw) vorausgesetzt ist, meiden
die Gerschgorinkreise von E +L(iw) den Ursprung oder die
Gerschgorinkreise von L(iw) den Punkt -1. Da nach dem
Gerschgorin-Theorem, Satz 3.l1a, die Eigenwerte in der
Vereinigung der Kreise liegen, ist wegen der Diagonaldominanz
die Winkelé&nderung der Eigenwerte eindeutig durch die Winkel-

dnderung der Diagonalelemente bestimmt:

n
A arg (det(E+L(iw))) = } A arg (1+1, (iw)) . (3.28)
w= 0 = - Py ws=0
Aufgrund der Voraussetzung ist die Winkel&nderung dem Satz
3.4 entsprechend Null; das System ist unter den angegebenen

Voraussetzungen asymtotisch stabil.

Im |
o = ~ %
s _ \
/ = TR
g \
!
/ \ w=0
1 . =
-1 | K # Re
141, fi Lfiw)
\ 7
\ i /
N\ dliw p 4
N
7
7
~— L =

Bild 12.

Zeichnet man wie in Bild 12 nicht nur die Diagonalelemente

lkk(iw), sondern auch gleich die Kreise mit den Mittelpunkten

lkk(
oder (3.1b), kann man auch gleich die Diagonaldominanz von

iw) und den Radien d(iw) oder d'(iw) entsprechend (3.1a)

E-r&(iw) in der Zeichung prifen. Ist die Diagonaldominanz
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schon anderweitig gesichert, genligt natlirlich das Zeichnen
von 1kk(iw) allein. Ergidbe sich flir alle k ein &hnliches
Aussehen wie in Bild 12, wire der geschlossene Kreis unter der

Voraussetzung des Stabilitidt des offenen Kreises selbst stabil.

Bemerkung: Die Einschrénkung des Satzes 3.5, nach der auch der
offene Kreis stabil sein muf, lieRe sich noch abschwdchen. Es
miRte sich dann eine Winkel&dnderung entsprechend (3.23%) ergeben.
Leider gilt flir diesen Fall die Gleichung (3.29) nicht mehr, da
nach Satz 3.1 nicht etwa in jedem Kreis genau ein Eigenwert
liegt. Es miRte dem Satz 3.1b entsprechend geprift werden,

welche zusammenhdngenden Teilgebiete im Einzelfall vorliegen.

Zu diesem Abschnitt siehe auch [9] und [14].
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3.1.4 Das inverse Nyquist - Kriterium (Rosenbrock)

Ahnlich wie Satz 3.4 14Rt sich ein Stabilitdtskriterium mit
inversen Ubertragungsmatrizen formulieren. Im folgenden
bezeichnet g der besseren Ubersichtlichkeit wegen die Inverse

einer Matrix A:

& (8;,) - é—-l (3.29)
Wir formen (3.22) um:
2Bl = get (E+L(s)) = det L(s) (E(s)+E)

det (L(s) +E)

—y T

B det i(s)

det (E+L(s)) = det L(s) i%%%% (3.30)

So0ll der geschlossene Kreis asmptotisch stabil sein, mu®
nach (3.23)

R J _ £ A(lw> _ ao
aﬁoarg det(g'kéﬂlw)> = hﬁoarg Ao 3wy (P0'+7?>TC

gelten. Mit (3.30) ergibt das den folgenden Satz:

Satz 3.6: Der geschlossene Regelkreis (3.6a), (3.6b), (3.7)
oder (3.8a), (3.8b) ist genau dann asymptotisch stabil, wenn

die Bedingung

[

gzoarg det(g;+§(iw)) = Z arg det L(iw) + (ro-+%§)ﬂ‘ {3:31)

erfliillt ist.
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Ahnlich Satz 3.5 konnen wir auch hier die Bedingungen verschirfen,

so daB wir zu einer besseren graphischen Interpretation gelangen.

Satz 3.7: Der geschlossene Regelkreis (3.6a), (3.6b), (3.7)

oder (3.8a), (3.8b) ist dann asymptotisch stabil, wenn die
folgenden Bedingungen gelten:

Der offene Regelkreis (3.6a), (3.6b) ist asymptotisch stabil, d.h.
Ao hat nur Nullstellen in der linken offenen Halbebene.

Die Matrizen E(iw) und Eg+§(iu) sind fir alle w diagonaldominant.

00 ” . @ A . ~
Es gilt Lﬁ:arg (1 +lkk<lw)> = A arg lkk(lw) y HE=Ll..o0, (3.3%2)

0 w=o

Bewelis: Analog zu dem Beweis des Satzes 3.5 ausgehend von

(3.31) und unter Ausnutzung der Voraussetzungen:

w§>arg det(g~+i(iw)) - ‘goarg det i(iu)
= Aarg([Ta [e+LGw)]) - 2 arg([Tx,[E(ie))
) Kz - K=a

L2
I
™3

e

arg A, [E+L(iw)] i

arg A, [L(i0)]

o (=]

x

=

I
M2
>

Y gere (1+ly(e) - Y Bere G0 = o
ml
. dliw)
7
7
Ve
ld
/ />
// “ Ja /,(,ﬁw}
Z } =
// -1 0 Re
Bild 13.
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Zeichnet man wie in Bild 13 zus&tzlich zu ikk(iw) aufh die
KreiSf mit den Mittelpunkten lkk(iw) und den Radien d(iw)
oder d'(iw), so kann man gleichzeitig mit der Winkelbedingung
(%3.%2) auch gleich die Diagonaldominanz von i(iw) und E;fi(iw)
priifen. Die Radien a(iw) bzw. a'(iw) sind die Zeilen- bzw.
Spaltensummen der Betridge der Nichtdiagonalelemente von ﬁ(iw)
und auch von g;+§(iw). Ist die Diagonaldominanz bereits
anderweitig gesichert, geniligt auch hier das Zeichnen von
ikk(iw) allein. Ergibt sich filir alle k ein dhnliches Aussehen
wie das in Bild 13, ist der geschlossene Regelkreis unter den
Voraussetzungen des Satzes asymptotisch stabil; die Punkte

O und -1 werden von den Gerschgorinkreisen in gleicher Weise

umrundet.

Siehe auch zu diesem Abschnitt [9] und [14].
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3.1.5 Der Banachsche Fixpunktsatz

In [2] S. 39 wird der Banachsche Fixpunktsatz in einer
allgemeineren Form angegeben, als dies unten geschieht.

Es wird sp&ter aber nur diese Form bendtigt.

Sei R ein normierter Raum und T ein Operator auf R. T heiBt

auf R kontraktiv, wenn eine Konstante e <1 existiert, so dak
ITx - Tyll < o [[x -yl (3.33)
fir alle x, y€R.

Satz 3.8: Es sei B ein Banachraum, d.h. B ist vollst&ndig und
normiert, sowie T ein kontraktiver Operator auf B. Dann hat

die Operatorgleichung

Tx = X (3.34)
in B genau eine LOsung und das Iterationsverfahren

X = BE (3.35)

konvergiert mit einem beliebigen x,€ B gegen die L&sung von

(3.34).

X und Y seien zwei normierte R&iume. Ein linearer Operator T
von D(T) in Y heiBt beschridnkt, wenn es eine Konstante C

(Schranke von T) gibt, so daB
ITxl < C Ixl (3.36)

flir alle x€D(T)., Die kleinste Schranke von T heiRt Norm des

Operators T, sie wird mit ITI bezeichnet: Damit gilt die
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Ungleichung
IT<h < 0TI Ixl . (3.37)
Wird ein System durch einen beschrinkten Operator T beschrieben,
y = Tu , (3.38)

so bedeutet dies in der Sprache der Regelungstechnik, daRk das
System begzliglich der Eingangs- und Ausgangsgrdfe u und y in einem

bestimmten Sinne stabil ist: Die AusgangsgroRe y 1l4Rt sich durch
Iyl < 1TH Nul (3.39)

abschitzen. FuUr den speziellen Fall, daf T ein beschrénkter
Operator auf einem normierten Raum R ist, nennen wir das durch
(3.38) beschriebene System R-stabil. (vgl. [2], S.17, Def.5)

Es liegt nun ein Regelkreis folgender Struktur vor:

Bild 14.
Den Operator S setzen wir zun&chst als linear voraus:

y = He (3.40)

e = r -y (3.41)
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- e = r ~-S e e
e = Te (3.42)
mit T e = r-Se |, (3.43)

so daB wir eine Operatorgleichung wie (3.34) erhalten. Zur
Anwendung des Satzes 3.8 bendtigen wir einen Banchraum B.
T ist dann Operator auf B, also Teg€ B filir jedes e€ B, wenn
r€ B und wegen (3.43) S ein Operator auf B ist.
T ist genau dann kontraktiv, wenn S kontraktiv ist:

ITx - Tyl = Ir - Sx -~ r + Syl = 1ISx - Syl

= I8 (x = y)I < o lx - yl (3.44)
wegen der vorausgesetzten Linearitdt von S. Da

IS (x = y)Il < ISl lIlx = yl (3.45)

ist fir WISI < o < 1 (2.46)

T kontraktiv. Dann gibt es eine eindeutige L8sung e von (3.43)
und wegen (3.,41) auch fir y, sofern re B.

Mit (3.40), (3.41) schitzen wir y ab:

Iyl < sl (hrl+lyl) < o (el +1yl) -

Iyl < = Izl (3.47)

da o« < 1. Das System nach Bild 14 ist also B-stabil.
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Bemerkung: Die Bedingung (3.46) schlieBt ein, daB S beschrinkt
ist, also das offene System ohne Rickkopplung (3.40) selbst
B-stabil ist.

Existiert der inverse Operator

S #&= g7 (3.48)

auf B, so kommen wir mit

e = Sy |, (3.49)
y = r-e (3.50)
zZu y = r - Sy . (3.51)

Eine eindeutige LGsung y und e existiert wiederum, wenn
IS £ x < 1, (3.52)

Mit (3.50), (3.49) schitzen wir wieder y ab:

A

Iyl < el + ISKIyl < el + o lyl i

1

IA

Iyl

da x < 1.
Satz 3.9: Der Regelkreis nach Bild 14 ist dann B-stabil, wenn

IS

IA
$°
AN
=

oder n§ﬂ

IA
R
N
=

gilt.
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Wie in [18] gezeigt wird, lassen sich &hnliche Forderungen

auch an Potenzen und Polynome von S und § stellen.

Besondere Bedeutung flr die Regelungstechnik haben die Banach-

réume

™% (3.54)

L, ([0, 00) =~ &Y, > ,
worunter wir die Menge der auf dem Intervall [0, oo) definierten

Vektorfunktionen f verstehen wollen, wobel

o
1£(t) &P (3.55)
integrierbar ist.
Die Norm wird dann durch
. 1
1217 = ( f |r(t) &*|P at) P (3.56)
o
und im Grenzfall p = oo durch
oo
121® = sup [£(e) &P (3.57)
_—m o —

definiert.

Ist ein Regelungssystem L;-stabil, schreibt man auch “Lp-stabil

vom Grade «'",

Es sei darauf hingewiesen, daR® der Begriff der asymptotischen
Stabilit8t keinem der hier aufgefiihrten Stabilit&tsbegriffen
dquivalent ist. Nur die L&D—Stabilitét impliziert die asymp-

totische Stabilit&t der AusgangsgroRe.

Unter geeigneten Bedingungen (vollstdndige Beobachtbarkeit)
kann man von der Stabilitdt des Eingangs-Ausgangs-Verhalten auch
auf die Stabilitédt der ZustandgroRen eines Zustandsmodells
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schlieBen. Hier soll nur die ﬂ%—Stabilitét untersucht werden.
Die physikalische Bedeutung der Funktionen aus dem Lg ist die

einer beschrinkten Energie.

Durch den Banachschen Fixpunktsatz, Satz 3.8, ist im Prinzip
bereits die Frage nach der Stabilit&t eines sehr allgemeinen

Systemtyps beantwortet.

Der Banachsche Fixpunktsatz stellt sich zwar Ubersichtlich
dar, die Anwendung auf Regelkreise erfordert jedoch die Be-
rechnung oder Abschitzung einer Operatornorm, was sich als

schwierig erweisen kann.
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3,1.6 Abschitzungen von Matrizennormen

Der zweite Tell des folgenden Satzes ist als ein Teillstlick
eines Mehrgrofenkreiskriteriums von Rosenbrock in [13]

(Theorem 2) angegeben:

Satz 3.10a: Z = (Zij) sel eine komplexe n xn Matrix, deren

Elemente die Bedinungen

n 1 . _
J'Z;Izijl < 5; . i=1...n (3.58a)
= 1 ;

oder 'uquzi‘jl < —‘5} , j =1...n (3.58b)

mit reellen positiven Konstanten 91 erflillen. Dann gilt flir
die zur Euklidischen Vektornorm passende Spektral- oder
Hilbertnorm (s. [19] S. 202 ff) der Matrix die Absch&itzung

m
1
AR Y @ ; (3.59)
- =1 %
Satz 3.10b: Z = (Eij) sel eine komplexe n xn Matrix, deren

Elemente die Bedingungen

12, | 0 125 .
)3 —-513-— > 1 , i=1...n (3.60a)
i ;
* s J
1. .1 n 12,
oder —gd— - ¥ ﬁJ 2“1 , j =1...n (3.60b)
l93' 2 i
I.*J

mit reellen positiven Konstanten &i erflillen. Dann gibt es

eine Inverse dieser Matrix,

z =z,




81

flir deren Spektralnorm die Abschdtzung

(3.61)

gilt.

Beweils 3.10a: Die Euklidische Matrixnorm, die Summe der Betrige

der Quadrate aller Elemente, ist obere Schranke fir die

Spektralnorm:

m n
1zi* < ) 2z 1% <
=0 J

t=4 324

g E

(jzﬁlzijl) (3.62)

-
"

4

und wegen (3.58a) folgt
- 1
hzi® < .5
L¥
und damit (3.59). Analog zeigen wir (3.58b) - (3.59).

Beweis 3.10b: Der Beweis wird genauso wie in [13] S.346 durch-

gefliihrt. Wegen einer Ungenauigkeit des dortigen Beweises (von

(21) nach (22)) sei er hier vollstidndig wiedergegeben:

Die Inverse der Matrix Z_existiert wegen des Gerschgorin-
Theorems, Satz 3.1: Aufgrund (3.60a) oder (3.60b) sind alle
Eigenwerte von Z dem Betrag nach groRer als 1; kein Eigenwert

ist Null, die Matrix ist invertierbar.

Die zur Euklidischen Vektornorm passende Matrixnorm konnen

wir als

Izl = max —— (3.63)
a lal

mit einem beliebigen Vektor ae€ ¢ schreiben. Hierbei ist lal

die Euklidische Vektornorm.
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Schreiben wir

e = diag (§,)

(3.64)
und setzen
Za = 8'pb - a=2"8"p = Z6p ,
so wird (3.63) zu
16 bl 128p1 | 72
Nzl = max e = | min -
b 1280l b 18 bl
128b1  maxipb; 1]\ "2 1Z6bl _, 18 b1\t
= |min = < |min max
b m%xlbil 18 bl b m?xlbil b m?xlbil
(3.65)
Jetzt gilt mit max Ib.l = Ib, |
R 1 k
Iiébl m m
v == _ 1 Z, a 3.ob. o+ Z . & 1 2
max|b. | [ Dy | o~ Ll Tdy L e 13 ~J T4
L 1 J'q:i
1 A L A
= 'I—E*EI— AW ﬁk bk + ; ZkJ S-J le
Jj=A4
itk
n
=mads s . §, Bi
B 3 91& - Z 2k 93 bkl '

b3 . "
Da Ibkl = maxlbil, ist ’E%l < 1 und wir k&nnen unter Beachtung
3
von (3.60a) schreiben:

18
| D>
o2
3

max Ib | :'l:
1
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LN MDA (3.66)

ERY n 1§y byl ®

=]
®
5
1
=]
®
5
IA
™3
<p)
N
W
(@)
ﬂ

b maxlb., | b L= Ibf{ I i=4

m
hzl < Z@; =

Analog zeigen wir (3.60b) - (3.61), indem wir in (3.63) statt
Z die transponierte Matrix Z' schreiben: Die Spektralnorm einer

Matrix ist gleich der Spektralnorm der Transponierten.

Ein weiterer Satz zur Abschidtzung von Matrizennormen wird von

Cook in [5], Theorem 7 angegeben (ebenfalls im Zusammenhang

mit dem Kreiskriterium). Dieser erfordert schirfere Bedingungen
als der Satz 3.10b, liefert jedoch auch bessere Abschdtzungen

flir die Normen. Der Satz stellt &dhnlich wie Satz 3.10b Forderungen

Y
an elne 1nverse Matrix g.

Eine Ubertragung der Forderungen auf die Matrix Z wie Satz 3.10a

scheint in dieser Form jedoch nicht méglich.

Satz 3.11: 7 = (zij) sel eine komplexe n* n Matrix, deren

Elemente die Bedingungen

i=1...n (3.68)
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mit reellen positiven Konstanten Ai und fuerfﬁllen. Dann gibt

es eine Inverse dieser Matrix,

flir deren Spektralnorm die Abschitzung

hzn = M (3.69)
gilt,
Beweis: (Der Beweils folgt [5], Theorem 7)

Wir fihren mit der unitiren Matrix

-~

b = diag( Aii ) (3.70)
Iziil

die Hermitesche Matrix

+

NS

X

[

ni=

(% *¢) (3.71)

ein. Die Diagonalelemente von X sind reell und positiv und es

gilt wegen (3.68):

i=1...n « (3.72)

>4
i)
]
|
M3
>ﬂu
i
[
[}
v

Schreiben wir

¥ oi= oaiagT'(y) X alag(y) = (5 ox55) (3.73)
1

>

so entnehmen wir (3.72), daR die Eigenwerte von Y aufgrund des
Gerschgorin-Theorems (Satz 3.la) groRer % sind. Da sich die
Eigenwerte durch eine AKhnlichkeitstransformation (3.73) nicht
dndern, gilt das gleiche auch flr X.
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Da X eine Hermitesche Matrix ist, nimmt der Rayleigh-Quotient

als Minimum den kleinsten Eigenwert an:

VX v 1
min = = (3.71)
v v'v .
Weiter gilt:
1Zyl iyl = 123l 16 ¥l 2 Iv*e* vl
> e (VB w) - vRE v (3.72)
woraus mit (3.71)
1z vl 1
min R (3.73)
v oIV M

A

folgt. Wegen (3.73) ist Z invertiertbar. Da weiter mit w = ZEC

Izl = max = (min = min

gilt, folgt (3.68):

1zl < mo.
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3.1.7 Norm eines Faltungsoperators

Sel g der Faltungsoperator wie er bel einem linearen zeitin-
varianten System der Form (3.6a), (3.6b) mit dem Anfangszustand

Xo = 0 auftritt:
t.
y = gu = geu = Jg(t-r) ulr) av (3.74)
0

u(t), y(t) € R™ sind die Eingangs- und Ausgangsgrdben des

mgm

linearen zeitinvariaten Systems, g(t) € R ist die Gewilchts-

matrix des Systems.

g 1st nun genau dann stabiler Operator auf LZ, wenn die Laplace-

Transformierte G(s) von g(t) nur Polstellen = mit
Re (s,) < -« (3.75)
besitzt.

Unter diesen Voraussetzungen 18Rt sich die Norm von g abschitzen:

yl%)? = le(t) Y% ar = Jl(g*g)(t) Y% ar .

Mit der Parsevalschen Gleichung (s. [7], S, 197) und dem

Verschiebungssatz der Fourier-Transformation:
00

X\ 2 _ _..1_ Q - o - 2
("X"2> = J’IQ(JM «) U(jw=-o)| dw
-00
Die grofen Buchstaben bezeichnen die Fourier-Transformierten

der mit kleinen Buchstaben benannten Zeitfunktionen. Weiter:

oo
oo
(gh3)2 < sup IG(jw=-o)1? 5= | 1U(Jw-2)1® dw
= w=0 —_— ﬂ —_—
00 -Co
o0 . xt 2
= sup IG(jw=-0)I* J lu(t) e 8% at
w=0

(=]
ot . (0]
= sup Hg(Jw-a)Hz (IIEIIZ)2
w=0
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Die Fourier-Transformierte der Gewichtsmatrix g(t) ist hier

identisch der Ubertragungsmatrix G(s) (Laplace-Transformierte).

Da die Norm von g durch

=3 X

o g ul, Tyl
lgl, = max = max

& >4

u Tul u hull3

definiert ist (vgl. S.74 unten), ergibt sich aus der obigen
Abschédtzung

oo
Igls = sup 1G(Jw-«)l : (3.76)

w=0

Flr die anfallende Matrixnorm widhlen wir die Spektralnorm, da
sie zur Euklidischen Vektornorm passen muR. In (3.76) gilt
tatsdchlich das Gleichheitzeichen, da auch in der Abschitzung
S.86 unten die Gleichheit mit einer speziellen Funktion u

erreicht wird.

Durch (3.76) wird die Norm eines Faltungsoperators auf die

Norm einer Matrix zurilickgefihrt.
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3.2 EIN KREISKRITERIUM FUR MEHRGROSSENSYSTEME

In diesem Abschnitt sei das Kreiskriterium flir MehrgroRensysteme

wie es von Rosenbrock in [13] dargestellt wird, wiedergegeben.

Bei diesem Kriterium sind Systeme zugelassen, die sich in ein
lineares und in ein nichtlineares Teilsystem aufspalten lassen.
Das nichtlineare Teilsystem muB dabei entkoppelt seinj; die
beschreibende Matrix hat Diagonalform. Es miRte jedoch auch
ohne grofen Aufwand moéglich sein, den Satz flir verkoppelte

Nichtlinearitidten zu erweitern (s. Bemerkung S. 99 unten).

Der Beweis wird jedoch anders durchgefiihrt als in [13]. Es
wird direkt der Banachsche Fixpunktsatz ausgenutzt (Satz 3.8).
Auf diese Welse erhalten wir nicht direkt die asymptotische

Stabilitét des Zustandsmodells, sondern die L%-Stabilité&t.
Gegenliber [13] werden die Voraussetzungen an das nichtlineare
Teilsystem erweitert: Die Konstanten zur Begrenzung der nicht-

linearen ,Sektorfunktionen" werden nicht auf positive beschréinkt
(Satz 3.12a).

Es liegt das lineare zeitinvariante System

ﬁ =

[=
[

+ Ey_ (3-77&)

(3.77b)

[
| &<

X' =

mit x(t) e R® , u(t), y(t)erR" , aer™", Ber™Y", cerR™"

und der Ubertragungsmatrix
G(s) = C (Es-A)""B (3.78)

vor (g(s)e @mxm), Das System (3.77a), (3.77b) setzen wir als

Minimalrealisierung voraus.
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Das System wird durch

u = -Fy + r (3.79)
riickgekoppelt, wobeil

F = adiag (£f5(t,y)) . (3.80)

Die Elemente von F lassen sich mit reellen Konstanten ai < Qi

abschitzen:

., < i}ﬁtal> < ﬁj_ . i=41...m g (3.81)

Weiterhin definieren wir:

o = diag (o) N (3.82)

g := diag (B;) (3.83)

y = diag (yy) := aiag (2(B; +ay)) (3.84)

§ = diag (Si) = diag (%(Bi —ai)) . (3.85)

£ = dieg (£,) := diag (%<&1—+Bl_)) . (3.86)
i i

» = diag (ni) = diag (%(é%ﬂ-;%)) 5 (3.87)
1 ik

Satz 3.12a: Es seil
x, < 0 < B . i=1...m 5 (3.88)

und es gebe reelle positive Konstanten 9i mit

Y97 s ko<1, (3.89)
L=4
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Nun gelte
Ti+e3(s)l + Y lggs(s)l s - g, i=1l..m , (3.902)
j=4 1
ivi
oder alternativ
m 'T].
Ifj +gjj(s)l + ‘Z Igij(s)l < - 5% s J =1...m , (3.90b)
i J
mit s = -a + jw flr alle w€ R.

Weiterhin sei das lineare zeitinvariante System (3.77a), (3.77b)
ohne Riickkopplung LZ-stabil. Dann ist das System (3.77a), (3.77b)
mit der Rilckkopplung (3.79) L&-stabil.

/ml
L~

Bild 15a: Graphische Interpretation der Bedingung (3.90a) bazw.
(3.90b). Dabei ist d;(s) die Suwmme der Betrige der Nichtdiagonal-
elemente von G(s) entsprechend (3.90a) bzw. (3.90b).
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Satz 3.12b:

Es sei
x,p; > 0 , i=1...m , (3.91)
und es gebe reelle positive Konstanten 61 mit
F32 < k < 1 (3.92)
i=1 =
Nun gelte
™
s > =
lgi-+gii(s)| j;‘Igij(s)l > ‘ﬁi M o, 1i=1..m , (3.93a)
J#4
cder alternativ
) )
1. +g..(s)l = lg..(s)] = .M. i = 1...m (3.93b)
£y +e;;(s) *ZA g;;(s) SNy s ,
i4]
mit s = -a + jw flir alle WER.
Weiterhin sei das lineare zeitinvariante System (3.77a), (3.77b)
mit der Rickkopplung
u = -8y + r (3.94)

L2-stabil. Dann ist das System (3.77a), (3.77b) mit der Rick-
kopplung (3.79) Lg-stabil.

Bild 15b: Graphische Interpretation von (3.93a) bzw. (3.93b).
di(s) ist wieder die Summe der Betrige der Nichtdiagonalelemente
entsprechend (3.93a) bzw. (3.93b).
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Satz 3%.13: Es existiere die Inverse

G(s) = G "(s) (3.95)

und es gebe reelle Konstanten 8& mit

™
Z{}fz < k < 1 . (3.96)
4 T
Nun gelte
m
ly: + gii(s)l - ‘Z;Igij(s)l > ﬁl gi , 1 =1 m , (3.97a)
e
oder alternativ
ly. + 2..(s - g..(s > .0 i = 1...m .97b
y; * B;;(s)] Elgu( )| V5 85 » , (3.97p)
4
mit s = -a+ jw flir alle WeETR.

Weiterhin sei lineare zeitinvariante System (3.77a), (3.77b)

mit der Rickkopplung

u = -8y + r (3.98)

Li—stabil. Dann ist das System (3.77a), (3.77b) mit der Riick-
kopplung (3.79) L8-stabil.

Im b

di(s)

Bild 16: Graphische Interpretation von (3.97a) bzw. (3.97b). ai(s)

ist die Summe der Betrige der Nichtdiagonalelemente von G(s)

entsprechend (3.97a) bzw. (3.97b).
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Bemerkungen zu den S&tzen 3.12a, 3.12b und 3.13:

Die S&tze 3.12a und 3.12b stellen Bedingungen an die Ubertra-
gungsmatrix G(s), widhrend Satz 3.13 Forderungen an die inverse
Ubertragungsmatrix @(s) stellt. In den S&tzen 3.12a und 3.12b
wird nach den Vorzeichen von . und Bi unterschieden: Die
Bedingungen (3.88) bzw. (3.91) miissen jeweils fiir alle i
erfiillt werden. Dem gegeniiber erhebt der Satz 3.13 keine

Einschridnkungen an die & und B;-

In den Zeichnungen Bild 15a, 15b und 16 14Bt sich gleichzeitig
die Stabilitdt des linearen Teilsystems nach dem Nyquistkriterium
(Satz 3.5, S.68, vgl. Bild 12) bzw. dem inversen Nyquistkriterium
(Satz 3.7, S.72, vgl. Bild 13) liberpriifen, wie es die Sitze
3.12a, 3.12b und 3.13 verlangen.

Bei der Stabilitdtsuntersuchung konnen wir nachfolgend die
Anfangszustinde auBer Acht lassen und zu Null annehmen ohne
dabei eine Einschrinkung vorzunehmen: Da auf S.88 unten das
lineare Tellsystem als Minimalrealisierung vorausgesetzt wurde,
ist dieses auch vollstédndig steuerbar und erreichbar. Wirden

wir nun zum Zeltpunkt t, >0 einen Anfangszustand x, des linearen
Teilsystems annehmen, so kénnten wir stets eine Steuerfunktion
u, lber dem Intervall [0, t,] finden, die den Zustand x(t,) = X,
ausgehend vom Zustand §<O> =0 erreicht. Auch nach SchlieRen der
Rickkopplung (3.79) gibt es weiterhin die Steuerfunktion

Ty =Up * Fy, liber dem Intervall [0, to], die den Zustand Xo
erreicht. Wegen des endlichen Zeitintervalls [0, t,] ist sicher-
gestellt, daB eine Eingangsfunktion r, die lber [0, t,] identisch
r, ist, Element des Raumes L% ist. Wir kdnnen also stets von

(¢]
einem Anfangszustand x(0) = O ausgehen.

Aus der vollstidndigen Beobachtbarkeit des linearen Teilsystems
erhalten wir mit der Stabilit&t der AusgangsgroRe auch die

Stabilitdt der ZustandsgroRen.
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Bei den nachfolgenden Beweisen wird vorausgesetzt, da® die durch
die Matrix F vermittelte Abbildung y - Fy linear ist: F besitzt
also keine Abh&ngigkeit von y mehr, kann aber noch zeitvariant
sein. Ist ndmlich die Stabilitidt die Stabilitidt flr die Klasse
aller linearen durch F vermittelten Abbildungen gezeigt (wobei
jeweils (3.81) erfiillt ist), so 1l4Bt sich zu jeder beliebigen

nichtlinearen Abbildung mit
F = diag (fi(t,z))

und jeder Funktion y auch eine lineare Abbildung mit

F' = diag (fi(t)) s (3.99)
angeben, wobei (%.100)
£1(8) := £, (b, y(8)) (3.100)

so daR dann auch die Stabilitdt fUr nichtlineare Abbildungen

folgt (fiUr jedes y ergibt sich allerdings ein anderes F').

Aus der Stabilitdt des Systems (3.77a), (3.77b) mit der Rick-
kopplung (3.79) folgt im Ubrigen auch die Stabilitidt mit der
Rickkopplung

u = FA(r-y) , (%.101)

wie man sich mit der Abschitzung (3.81) klarmachen kann.

Um die Stabilitdt zu zeigen, wollen wir den Satz 3.9 (S.77)
anwenden. Um jedoch eine glinstige Abschitzung flir die Operator-
norm zu erhalten, ist es notig, die Struktur des Systems umzu-

formen.
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Bewelis 3.12a: Die Strukturumformungen werden durch das Umzeichnen

des Strukturbildes durchgefihrt. (3.77a), (3.77b), (3.79) hat
folgende Struktur (g ist der Faltungsoperator des linearen Teil-

systems):
r_ . u B L -
£
Bild 17a.
L u Y
ﬂ-ol; g —_— =

jus

|

m

Bild 17b.
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g

Bild 17c.

lvs

£

|v>e

™

Bild 174.

7

[
!

|

|~

1
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Da die durch F vermittelte Abbildung und damit das gesamte Sys-
tem als linear vorausgesetzt wird (s. S.94 oben), 14Bt sich die
Stabilitdt durch Untersuchung der einzelnen rs und Vi A
17d und nachtréglichen Superpositionieren beantworten. Dabei
ist aber jeweils die Stabilitdt des geschlossenen Kreises
maRgeblich, sofern die einzelnen Ubertragungsglieder stabil
sind. g ist jedoch nach Voraussetzung des Satzes 3.12a Li-stabil,
damit auch g +¥. Statt der mit g rickgekoppelten Matrix F in
Bild 17d kbnnen wir auch die Matrix

£.

F 1= (E-—Eg)_1 F = diag( = ) (%.102)
14 1—%(&-1'—+E17)fi
i i

setzen, flr deren Elemente fsi wir unter Beachtung von (3.81)
und (3.88) die Abschitzung

YRR Ee ! < |a Aoy
2 \& "B = TR LY
1 1 1 - 2<E§:+Bi)fi 1 1
1 il . -
- - L = 1... .
n; < f,, < o i mo,  (3.103)

angeben koénnen. Also 18Rt sich auch
F,= n H = Hnq' (3,104
schreiben, wobei

H = diag (h;) := diag (-7, fy;) - (3.105)

Dann ist

-1 £ h, < 1 , i=1...m , (3.106)
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und filir die Spektralnorm gilt deshalb
Igr = 1 e (3.107)

Mit (3.104) 13Rt sich auch die Norm von Eg abschidtzen; dann ist
auch F, ein stabiler Operator auf L% (es hitte sein k&nnen, da
die Inverse in (3.102) nicht existiert, dies ist nun ausge-

schlossen).

Schreiben wir jetzt die Voraussetzungen (3.90a) bzw. (3.90b)
um in

IA
cbl .
-
[
i
[N
=

|ﬁ;1<gi‘+gii<s>)| + gglq;f gij(s)l

Jj#t

[,_.l-

bzw.

- — -1 i .
g +gjj<s>>nj“| * z;lgij(s)nj | < § o= 1...m
#]

mit s =-a + jw, WER.

Unter Anwendung von Satz 3.10a (S.80) und Beriicksichtigung

der Voraussetzung (3.89) folgt hieraus

IA

Im™" (L +G(s))I ¥k < 1 (3.108a)

bzw. H(g-rg(s)) 3_1H VE- < 1 (3.108b)

IA

mit s = =-a + jw, WER.

Nun muB nach Satz 3.9 (S.77) die Norm des ,Kreilsillbertragungs-

operators' kleiner 1 sein:

IA
<
AN
[N

1z, (£+e)ig

IN
<

AN
N

oder (g +g) Egﬂg
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Nun gilt aber mit (3.104), (3.107), (3.108a) und der Norm des
Faltungsoperators nach Abschnitt 3.1.7, S.87, (3.76):

IE, (B+e)Il = 1E 7" (E+e)05 < nHI 1q " (L+g)12

= DEI sup Iq7" (¢ + G(-atj)l < VK < 1 (3.109a)
bzw. mit (3.108b):

I(E+g) EIS = 1(L+e) o  HIS < 0(Z+g) n "2 1Kl

= 3?5 (g + a(-a+jw)) n~ "1 gEl < Vk < 1 . (3.109Db)

Das System (3.77a), (3.77b) mit der Ruckkopplung (3.79) ist

also unter den Voraussetzungen dieses Satzes Li—stabil.

Die Vorgehensweise dieses Bewelses war die, das nichtlineare
Teilsystem so zu transformieren (Matrix H), daB sich eine
méglichst glinstige Abschidtzung ergab (IHI £1). Prinzipiell miiRte
auf diese Weise auch eine Behandlung von verkoppelten Nicht-
linearitédten méglich sein, da zwar die Diagonalform der

Matrizen F, E!, 198 m, H manche Schritte vereinfacht, dies

jedoch nicht zwingend erforderlich scheint.
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Bewels 3%.12b: Wir gehen von der gleichen Strukturumformung aus

wie die in Bild 17a bis 17d vorgenommene, nutzen dann jedoch

den zweiten Teil des Satzes 3.9 (S.77) aus, nach dem die Norm

des inversen ,Kreisilibertragungsoperators" kleiner 1 sein muR.

Dazu miissen wir auch die einzelnen Bldcke durch ihre Inversen

beschreiben: Die Matrix F

Fy (3.102) geht in

£ = aiag(m - 3]

(E -
- i PB4

|

iber (F ' existiert, da f, #0), flr deren Elemente %!i wir
unter Beachtung von (3.81) und (3.91) die Abschitzung

1 1 1 1 1,1 1 1 1 1
2lapmag) = 5 alrg) < 2lag)

angeben kdnnen. Dann schreiben wir wieder

Fp= mH = Ho (3.

mit E = aiag (hy) := aiag(EL) (3.
M3

wobei -1 < gi = 1 (3.

und damit die Spektralnorm
18 < 1 (3.
wird.

Der Operator £-+g wird durch den Inversen

~

8 := (L+g) = (E+Ekey'E (3.

3.110)

.111)

112)

113)

114)

115)

116)
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ersetzt. Da nach Voraussetzung der mit g rickgekoppelte Kreis
L8-stabil ist, besitzt det(E +L(s)) = det(g-kggihs)) nur Null-
stellen s, mit Re(sj) <a (vgl. (3.22), S.66). Df diese s, auch
die Polstellen der Laplace-Transformierten (E +¥ G(s)) j_ sind,
ist auch der Operator & (3.116) L&-stabil.

Schreiben wir jetzt die Voraussetzung (3.93a) um in

m
Im; ¥, (B e (s - J.Z"m b gy ()1 2 1~
T4
|ni(%i (Ii’fgii(S))ﬁi) -3i| - Zlnl(%lglJ(S)SJ) %JI = il
i
mit i = 1...m , s = -a+jw , w€IR. Unter Anwendung des Satzes
3.10b (S.80) und Berticksichtigung von (3.92) folgt daraus

RO

(g 8 (2+a(s)) 8)™"1 = 1(g+8a(s)e)™ " mI =< fk < 1 (3.117a)
mit s = -a+ jw, w€ R und 8 = diag(ﬁi).

Ganz analog gehen wir mit (3.93b), wiederum mit Satz 3.10b und
(3.92) vor:

By +g55680) Byl = ) legy(s) 5050 2 1 -
i3] .
155 (85 s rey;0008;5) 750 - 2 9 (Vi35 F5) 750 = 2
Ly
~ (e (£+c(s)) 8m)7 "1 = 1q (£+06()8) 7" < fk < 1 (3.117p)
mit J = 1 m, s = -a+ jw, we€ R.

Die L2-Stabilitdt ist nach Satz 3.9 (S.77) gesichert, wenn die
Norm des inversen jKreislibertragungsoperators" kleiner 1 ist.
Fligen wir vorher in den Kreis noch die Matrix E :_Qé oder
Erzéfg ein und ,schneiden den Kreis zwischen 8 und 8 auf", so

ergibt das die Forderungen
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Y
s
A
<
A
"

oder le B, (L+g)”
Dies zeigen wir nun mit (3.112), (3.115), (3.117a) und der
Norm des Faltungsoperators nach (3.76), S.87. Weiter berilick-
sichtigen wir die Kommutativit&t von Diagonalmatrizen:

18 (L+g)* B, e1% = 18 (L+e) ' e HIZ

< 1(E+8eg8)™ " qig ufl

< sﬁp H(g + 8 G(-at+tjw) e)‘” nﬂ < ﬁ;' < 1 (3.118a)
ws=0 i = = e
bzw. mit (3.117b):
18 F, (£+g)" 813 = 1fine (L+g)" BIg
< 1H 1m (L+regB®)TN2
< s°{_’1p Im (£ + sa(-a+jw)8)"1 < Vk < 1 . (3.118b)

Damit ist der Satz 3.12b bewiesen.
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Beweis 3.13: Das Strukturbild des Systems (3.77a), (3.77b),
(3.79) wird umgeformt:

I~
I<
I'<

™

Bild 18a.

|~
<
I

(2SS

|e<

Bild 18b.
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Der mit ¥ riickgekoppelte Operator g in Bild 18b,
gy := (E+g¥)™'g = @+&)™" , (3.119)
ist nach Voraussetzung Lg-stabil.

Flr die Elemente in von

- - - : _ 1
F, = F-§ = diag (f; - 4 (B; *+&y)) (3.120)
gilt mit (3.81) die Abschitzung
1
— -8, S £y, s Si , 1=1...m . (3.121)
Dann schreiben wir
F, = §L = L (3.122)
. Lys
mit L = diag (li) = dlag( E;T) (3.123)
und -1 o< 1, < 1, i=1...m (3.124)
sowie der Spektralnorm
ol < 1 . (3.125)

Aus den Voraussetzungen (3.97a) bzw. (3.97b) folgt mit dem
Satz 3.10b (S.80) und (3.96) (vgl. die ausfiilhrlichere Rechnung
in Beweis 3.12a, S.101):

(g + 8G(s)8)™" &1 < Vk < 1 (3.126a)

< 1 ; (3.126Db)

A
=

bzw. 1§ (y +8G(s)8)7"1

mit s = -a +jw, w€ R.
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Wir wenden Satz 3.9 (S.77) an. Vorher fligen wir wieder in den

Kreis die Matrizen _E_=_9_§ oder E_=§§ ein (wie in Beweis 3.12b,

S.101 unten). Das flihrt uns zu den Forderungen

oder

18

e

Dies zeigen

bzw. mit

IA

IA

IA

IN

IA
<
N
=

A "'1
(y+8)"" F, ol

3!
P
g

+
03>

|
<%
o

IA

<

A

=

wir nun mit (3.122), (3.125), (3.126a) und (3.76):

(g +8)7" F, 017 = 18 (y+8) ' e S LI

Iy +6ge)™" §I2 1Ll

i;;% I(y + 8a(-atjw)e ~')6I < VK < 1 (3.127a)
126b)

P, (g+8)7" 812 = 1Ld e (g+&)7" BIg

1Ll 18 (y+eg8) "2

i?? 1I§(y + 88(-a+jw)8)™"1 = Vk < 1 .(3.127b)
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Mit dem Satz 3.11 ilber Abschidtzungen von Matrizennormen wird es
méglich, ein Kreiskriterium aufzustellen, das die Konstanten

ﬁi der Sitze 3.12a, 3.12b, 3.13 nicht mehr enthdlt. Daflir werden
aber gleichzeitig Forderungen an die Zeilen- und Spaltensummen
von G(s) bzw,. é(s) gestellt (s. Cook [5] ).

Es scheint aber nicht méglich den sich ergebenden Satz filir die
Ubertragungsmatrix G(s) ( [5], Theorem 8) in der gleichen Weise
fir ,Sektoren' aj‘<C)<Bi zu verallgemeinern wie dies mit Satz

3.12a ausgehend von Satz 3.12b gelungen ist.
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3.3 GEKOPPELTE MATHIEUSCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Gekoppelte Mathieusche Differentialgleichungen treten bei der
Beschreibung von Systemen mit parametrisch erzeugten Schwingungen
oder bei parametrischen Verstirkern auf (s. [17]).

Wir wollen hier die Stabilitit von zwei gekoppelten Mathieuschen
Differentialgleichungen mit Hilfe des MehrgroRenkreiskriteriums

untersuchen.

Lauten die Differentialgleichungen

Ve % 2@yWq ¥y * wW2vq, + (Fqqvqe + Fqava) € cos & h, € cos t,

Vo + 2daWa Vs + W2V, + (FaqVq + Faava) € cos t h, ¢ cos t,

(3.128)
so bringen wir sie mit
. - - - .
0 1 ' . V1
W2 -2d,W, ¢ . 5 £ . V4
A = = =
] . 0 1 ? = . . E Vo
. . _u§ _2d2u2 - 8 {/2
- -
Fiqo - Faa - cos t
C = F =
— Bl Faoo - cos t
h, (3.129)

[
I

n cos t

auf die Form (3.77a), (3.77b), (3.79). A, B, C ist mit ¢ > O,

Fij # 0 eine Minimalrealisierung. Die Ubertragungsmatrix (3.78)

des linearen Teilsystems wird dann
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F11 F12

D4(s) Daza(s)
G(s) = ¢ | (3.130)

Fa1 F22

D1(s) D2(s)
mit D4 (s) = 82 + 2dqwq s + w3 (3.131a)
und D2(s) = 82 + 2daws s + W3 ; (3.131b)

Der offene Kreis ist flUr reelle positive Konstanten di, ws
in jedem Fall Lg—stabil, wie man aus (3.131a), (3.131b) erkennt

oder der Matrix A in (3.129) entnimmt.
Wenden wir zur Priifung der Stabilitit den Satz 3%.12a mit der
Bedingung (3.90b) an (Spaltensumme), so k&nnen wir sogar noch

algebraisch vorgehen.

Aus der Matrix F (3.129) ergibt sich entsprechend (3.81), (3.86),
(3.87) (S.89)

-X. = Bj_ =l R gl = 0 5 ’ni = -1 5 I 1,2 . (3.132)

Dann lautet (3.90b):

€ (IF .1 + IF 1)
11 21 < 1l | i:1,2 , weRr (3.133)
ID. (jw)l El
i 2
Es gilt flr d; < 12
00 1 1
max - = — (3.134a)
N ID. (jw) | 2 P
weo 1D;(Jw) 2d w2 1 - af
(Vz2-Glied s. z.B. [8], S.131f). Und fur d; = 12 :
> 1 E ( U4b)
——e = 1 = 1 2 * .1 b
X ThyGer T wi v b 2o
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Mit den Abklirzungen

IA
(M B
N

fir d

m, ot = (3.135)

1 "
w2 flir di_é%\/?
und Plogy R € IFJ.il m, (3.136)
geht (3.133) in
Pyt Pps S g s i=1,2 (3.137)
i
lUiber. Da nach (3%.89)
1 il
- + < k < 1
% B
sein muB, fiihrt das flir die ?*i zu der Forderung
dJ
(P14 + @240 + (pyz + P2)% < k < 1 . (3.138)

Die Menge aller mdglichen qu, flir die nach dem Satz 3.12a die
J
Lo-Stabilitdt gesichert ist, bilden ein Gebiet, dessen Rand eine

Fldche 2. Ordnung im R* ist.

Im folgenden wird flir einige spezielle Parameter die Bedingung
(3.13%) graphisch dargestellt (entsprechend Bild 15a, S. 90).
Die obere Zeichnung entspricht jeweils 1 = 1, die untere i = 2
in (3.133). Obwohl wir die Stabilitdt auch rein algebraisch mit
(3.135), (3.136), (3.138) untersuchen kdnnen, sei der Anschauung
wegen nicht auf die graphische Darstellung verzichtet. Um eine
Vorstellung Uber die Schirfe der einflieRBenden Abschitzungen

zu vermitteln, ist die entsprechende Operatornorm bei den Bei-
spielen mit angegeben (im Normalfall scheidet die Berechnung
wegen des Aufwandes aus). Nach Satz 3.9 (S. 77) muB dieser Wert

nur kleiner 1 sein.
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1!

Beispiel 1: w,

|
[EN
-

a, = 0,3 3 F,y = 0,3 ; F,, = 0,124
wz 0,105 ; Fzz = 0,5 ;
e =1 3 §, = 1,44 5 G, = 1,414 - dgli= 0,599

1
[N
“
Ul
-
Q
N
1]
@)
“
no
-
jes|
N
-
1]

Bild 19a.




Beispiel 2: w4 =

wo -~

g =

il
1,5
il

.
-]

9, -

111

= 0,3
= 0,2
1,414

.
3
3

.
S

F11
F2‘1

v,

Og 3

= 0,105

1,414

g B, 0,124
5 Fao = 0,5
- lgl3 = 0,599

Gleiche Werte wie in Beipiel 1, die Zeichnungen zeigen Jjedoch

abweichend (3.133%) nicht die Spalten- sondern die Zeilensummen von

G(jw). Es ergibt sich ein etwas besserer Stabilitédtsbereich

(die Gerschgorinkreise berilihren noch nicht den &uReren Kreis).

Bild 19b.

b

3
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Beispiel 3: wq = 1 ; d, =0,3 3 F,q = 0,35 ; F., = 0,0236 3
Wy = 1:5 5 d2 = 032 5 F21 = 030546 5 F22 = 036 5
e =1 ; U, = 1,414 ; B, = 1,414 - lgl3= 0,683

Bild 19c.




F,, = 0,2 i F,, = 0,224
W2 Fay 0,205 ; Fup = 0,4
€ =1 3 9, = 1,414 5 9, = 1,414 - lgl3= 0,582

1
[EEN
-
o
A
H
O
v
N
“

Beipiel 4: w,

1
[EEN
v
(o}
v
o
[M]
1
O
v
no
-

Bild 19d.
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= 1,091

Beipiel 5:

Bild 19e.
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Beispiel 6: ¢, = s 4, = 0,3 5 F,q =0,5 3§ Fgs = 0,063 &
w, = 1,5 ; d, = 0,2 3 F,, = 0,0203 ; F,, = 0,3 ;
e =1 3 9, = 1,1 ; %, = 2,401 - glf= 0,876
1.0-
_a-‘/_'__‘-_'____\_--\-_\-‘--.‘-.\-“--.\__‘1
8 1 i ¥
B = \
4
.2

Bild 19f.




116

3.4 EINE ABSCHATZUNG VON GERSCHGORINBANDERN

Da das Zeichnen von Gerschgorinkreisen in Abhidngigkeit eines
Parameters (,Gerschgorinband") von Hand schon bei Matrizen
kleiner Ordnung viel Miihe macht, wdre es wlinschenswert, eine

einfachere Alternative zu schaffen.

Es soll hier versucht werden, die Ortskurvenebene zu verlassen
und zu einer Ubertragung der Gerschgorinbidnder in die Frequenz-

kennliniendarstellung zu gelangen.

Im Q
2 d
g
&)
0 ]
P1
Re
Bild 20a.
Im ;
d
g i
\\ Re
n
Bild 20b.
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Wie in Bild 20a dargestellt ist, grenzen wir den Kreis mit
Mittelpunkt g und Radius d durch ein ,Viereck" in der komplexen
Ebene ein. Es ist auch der in Bild 20b dargestellte Fall mdglich,
wenn d > g ist. Dann entartet das eingrenzende ,Viereck" zu

einem Kreis.

Definieren wir

ro:= gl (3.139)

¢ := arg (g) R (3.140)
4

hoi= — (3.1241)

sO0 kennzeichnet h < 1 das Bild 20a und h > 1 das Bild 20b.

Fir die das Viereck beschreibenden Gréden r,, r,, ¢,, ¢,
gilt (h < 1):

r, = r=-d4 = (1-h)r , (3.142a)
r, = r+d = (l1+h)r s (3.142Dp)
®, = ¢ -0d¢p (3.143a)
p> = Y L9 (3.143b)
wobei Ay := arcsin é} = arcsin h s (3.144)

wie man in Bild 20a ablesen kann.

Flir h > 1 ergibt sich als einzige absch&tzende Grdge r, wie in
(3.142p).

Hiéngt jetzt der Kreis mit Mittelpunkt g und Radius d von einem

Parameter ab (g(s), d(s)), so entsteht ein Gerschgorinband.




118

Die jeden einzelnen Gerschgorinkreis einschreibenden Vierecke,
die nun auch von dem Parameter abhingen, lassen sich gut in die
Frequenzkennliniendarstellung Ubertragen. Der Betrag und der
Winkel von g(s) sind entsprechend (3.142a), (3.142b), (3.143a),
(3.143b) nach oben und unten zu korrigieren, so daR im Betrags-
und Winkeldiagramm jeweils ein Band entsteht. Ist wie gewOhnlich
der Betrag logarithmisch aufgetragen, so schreiben wir statt
(3.142a), (3.142b) besser

dB (r,) dB (1-h) + 4B (r) 3 (3.145a)

dB (r,)

dB (1+h) + dB (r) - (3.145b)

Es ist dB (x)

I

20 dgnx .

Zur schnellen Bestimmung der Korrekturwerte dB(1-h), db(1+h),
*Ap wiirde sich eine Schablone nach Bild 21 eignen: Die Betrége
lg(s)l und d(s) missen in ein Diagramm gezeichnet werden.
Darunter wird dann arg(g(s)) Zezeichnet. Dabei sind die MaR-
stdbe wie in Bild 21 einzuhalten.

Konstruieren wir die Werte r,(s), r,(s), y,(s), ¢,(s) fir ein
festes s: Die Schablone wird so gelegt, daR die mit Igl und d
bezeichneten Kurven die Punkte lg(s)|l und d(s) schneiden. In
dieser Stellung lassen sich r,(s) und r.(s) an der Schablone
markieren. Danach wird die Schablone ohne seitliches Verrlicken
vertikal verschoben bis die mit & g bezeichnete Kurve der
Schablone den Punkt arg(g(s)) des Winkeldiagramms schneidet.

Dann markiert man ¢,(s) und ,(s).

Als Beipiel nehmen wir die Ubertragungsmatrix (3.130) (S. 108,
Mathieusche Differentialgleichung) mit den Werten von S. 111
(Beispiel 2). Durch die Konstruktion mit der Schablone nach

Bild 21 entstehen im Betrags- und Winkeldiagramm Binder (Bild

22a und 22b), mit denen man dieselben Stabilitidtsaussagen treffen

kann, wie im Fall eines EingrédRensystems. In diesem Beispiel
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hdtte es ausgereicht, die obere Begrenzung r, in den Betrags-
diagrammen zu konstruieren, da diese nach S. 111 kleiner als
T:%TH sein muR. Dies ist durch die gestrichelte Linie in Bild
22a und 22b angedeutet.

Un das Aussehen der ,Betrags- und Winkelb&nder" zu veranschau-

lichen, wurden die Diagramme jedoch vollsténdig gezeichnet.
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Bild 21.




0o+

-90%

-180%}

121

Bild 22a.

70dB
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0 dB

1-10

5' Ib Hz

N 4

01 02 05 1

Bild 22b.
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