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1 Einleitung

Es gibt viele verschiedene Möglichkeiten für die Nullstellensuche bei univariaten Po-
lynomen. So gibt es beispielsweise numerische Verfahren zur Bestimmung univariater
Nullstellen wie das Newton-Verfahren. Für univariate Polynome bis zum Grad 4 lassen
sich aber auch allgemeine Lösungsformeln für die Nullstellen direkt angeben.

Weitaus schwieriger wird jedoch die effiziente Bestimmung von Nullstellen im Fall mul-
tivariater Polynome und im modularen Fall. Im modularen Fall sind die Nullstellen
eines multivariaten Polynoms modulo einer zusammengesetzen Zahl N mit unbekann-
ter Faktorisierung gesucht. Wir möchten uns in dieser Arbeit mit der Nullstellensuche
bei ganzzahligen Polynomen in diesen Fällen befassen. Bisher sind nur Algorithmen
bekannt, die nur dann die Nullstellen multivariater ganzzahliger beziehungsweise mo-
dularer Polynome effizient berechnen können, wenn diese genügend klein sind. Unser
Ziel bei der Konstruktion solcher Algorithmen ist, diese Schranken zu maximieren.

Betrachten wir die Problemstellung für den bivariaten ganzzahligen Fall einmal genau-
er: Es seien X und Y obere Schranken für die gesuchten Nullstellen des ganzzahligen
Polynoms p(x, y). Dann suchen wir ein Paar (x0, y0), sodass p(x0, y0) = 0 und |x0| ≤ X
und |y0| ≤ Y gilt. Dabei ist unser Ziel die Schranken X und Y zu maximieren.

Im Jahr 1996 stellte Coppersmith auf Gittertheorie basierende Methoden zur Bestim-
mung kleiner ganzzahliger Nullstellen von Polynome vor. Zum einen betrachtet er mo-
dulare univariate Polynome und zum anderen bivariate ganzzahlige Polynome [4, 3]. Die
Methode von Coppersmith liefert hierbei jedoch einen umständlich und aufwendig zu
implementierenden Algorithmus. Howgrave-Graham [10] gab 1997 eine Vereinfachung
der univariaten modularen Methode von Coppersmith an, welche seither besonderes
in der Kryptanalyse viele Anwendungen gefunden hat. Coron [7] gelang es 2004, das
Ergebnis von Coppersmith für den bivariaten ganzzahligen Fall auf eine neue Weise dar-
zulegen und zu beweisen. Dabei benutzt er ebenso wie Coppersmith die Gitterreduktion,
betrachtet allerdings keine Untergitter. Dies vereinfacht seinen Beweis im Vergleich zu
Coppersmith’; er büßt allerdings auch Qualität bei den erzielten Schranken ein.

Wie bereits erwähnt, betrachtet Coppersmith den univariaten modularen und den biva-
riaten ganzzahligen Fall. Die Beweismethoden von Coppersmith für diese beiden Fälle
sind zwar in der Struktur sehr ähnlich, unterscheiden sich aber in einigen wesentlichen
Details. Im Jahre 2005 zeigten Blömer und May [1], dass der univariate modulare Fall
als Spezialfall des bivariaten ganzzahligen Falls aufgefasst und bewiesen werden kann.

Blömer und May geben in ihrer Arbeit [1] eine flexible Formulierung des Ergebnisses von
Coppersmith an: Die Schranken der Nullstellen des betrachteten Polynoms p(x, y) wer-
den in Abhängigkeit von Monom-Mengen angeben, die bezüglich des Polynoms p(x, y)
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gewählt werden. Die Nullstellen von p(x, y), die diesen Schranken genügen, können dann
in Polynomialzeit berechnet werden. Diese Formulierung hat den Vorteil, dass das Er-
gebnis ohne jegliche Kenntnis über Gittertheorie als eine Art ”Blackbox” angewandt
werden kann.

Wir werden in dieser Arbeit zunächst den bivariaten ganzzahligen Fall des Satzes von
Coppersmith in der Formulierung von Blömer und May angeben. Allerdings nutzen wir
im Beweis nicht die Methode von Coppersmith, sondern verwenden die Beweismethode
von Coron. Damit erhalten wir zwar ein etwas schlechteres Ergebnis, gleichzeitig müssen
aber die Monom-Mengen eine wesentlich schwächere Bedingung erfüllen.

Diese Methode lässt sich auf den trivariaten ganzzahligen Fall übertragen. Dabei wird
die Methode allerdings heuristisch. Denn wir können nicht gewährleisten, dass die Poly-
nome, welche wir durch Gitterreduktion erhalten, teilerfremd sind. Somit lässt sich nicht
sicherstellen, dass alle im Beweis der Methode benötigten Resultanten von 0 verschieden
sind.

Auch im trivariaten Fall formulieren wir das Ergebnis nur in Abhängigkeit des be-
trachteten Polynoms p(x, y, z) und zweier Mengen von Monomen, welche bezüglich des
Polynoms p(x, y, z) gewählt werden. Die Formulierung unseres Ergebnisses erlaubt uns,
so wie in [1] das Maximierungsproblem der Schranken als Optimierungsproblem über
zwei Mengen von Monomen zu betrachten. Das bedeutet, wir können das Ergebnis als
”Blackbox” für die Optimierung der Nullstellenschranken trivariater Polynomen von
spezieller Form nutzen.

In dieser Arbeit werden wir die Schranken ausschließlich für bivariate modulare Po-
lynome analysieren, welche wir als trivariate ganzzahlige Polynome auffassen. Dabei
betrachten wir verschiedene Formen des Newton-Polygons der bivariaten modularen
Polynome. Es stellt sich heraus, dass der bivariate modulare Fall als Spezialfall des
trivariaten Falls aufgefasst werden kann.

Ein Beispiel dafür bietet das Polynom von Boneh und Durfee [2]. Wiener [15] zeigte
1990, dass das RSA-Verschüsselungssystem gebrochen werden kann, wenn ein geheimer
Schlüssel d mit d < N0.25 benutzt wird. Boneh und Durfee verbessern dieses Ergebnis,
indem sie den geheimen Schlüssel d als Nullstelle eines modularen Polynoms bestimmen,
welches sich aus der RSA-Schlüsselgleichung ergibt. Dabei erhalten sie, dass der gehei-
me Schlüssel d in Polynomialzeit berechenbar ist, wenn d < N0.284 gilt. Wir werden in
dieser Arbeit das Polynom von Boneh und Durfee als trivariates ganzzahliges Polynom
betrachten und so die gleichen Ergebnis erhalten. Dies ist nur ein Beispiel für die wich-
tige Rolle, die die Coppersmith-Methode in der Kryptanalyse von Kryptosystemen wie
RSA spielt.

Die Arbeit gliedert sich in folgende Teile:

Kapitel 2 In diesem Kapitel geben wir zunächst eine kurze Einführung in die Git-
tertheorie, soweit wir sie in der Arbeit benötigen. Im zweiten Abschnitt des Ka-
pitels führen wir den Begriff der Norm eines Polynoms ein. Insbesondere befassen
wir uns mit dem Zusammenhang zwischen der Norm zweier Polynome und ihrer
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Teilbarkeitsbeziehung. Abschließend erläutern wir weitere mathematische Grund-
lagen, welche wir im Verlauf der Arbeit benötigen werden.

Kapitel 3 Wir geben zunächst obere Schranken für die Nullstellen bivariater ganz-
zahliger Polynome an. Alle Nullstellen, die diesen Schranken genügen, können in
polynomieller Zeit gefunden werden. Unser Ergebnis ist geringfügig schlechter als
das entsprechende Ergebnis von Coppersmith. Der Beweis beruht auf einer Me-
thode von Coron und liefert einen Polynomialzeit-Algorithmus zur Nullstellensu-
che bei bivariaten ganzzahligen Polynomen, sofern die Nullstellen den angebenen
Schranken genügen. Anschließend untersuchen wir die Schranken konkret für ein
Polynom p(x, y) vom Grad δ in jeder Variablen. Abschließend verallgemeinern wir
den bivariaten ganzzahligen Fall auf die trivariaten ganzzahigen Fall.

Kapitel 4 Die in Kapitel 3 genannten Schranken werden in Abhängigkeit von zwei
Monom-Mengen S und M angeben. Diese Mengen spielen bei der Optimierung
der Schranken eine entscheidende Rolle. Daher richten wir in diesem Kapitel unser
Augenmerk auf mögliche Konstruktionen für die Mengen S und M sowohl für den
bivariaten ganzzahligen als auch für den bivariaten modularen Fall, welchen wir
als trivariaten ganzzahligen Fall auffassen.

Kapitel 5 Hier befassen wir uns mit der Optimierung der Schranken im bivariaten mo-
dularen Fall aufgefasst als trivariaten ganzzahligen Fall. Dabei hängt die Optimie-
rung von der Form des Newton-Polygons N(f) des Polynoms f(y, z) ab, welches
wir modulo einer ganzen Zahl N mit unbekannter Faktorisierung betrachten. Der
Satz von Coron für den trivariaten Fall, welchen wir im Kapitel 3 kennengelernt
haben, dient uns als ”Blackbox” bei der Analyse.

Kapitel 6 In diesem Kapitel verwenden wir die Methode von Coron und Coppersmith
im trivariaten ganzzahligen Fall für die Kryptanalyse des RSA-Kryptosystem.
Zunächst beweisen wir das Ergebnis von Boneh und Durfee [2]. Es besagt, dass
der geheime Schlüssel d im RSA-Verfahren in Polynomialzeit berechnet werden
kann, sofern d < N0.284 gilt. Hier ist N der RSA-Modul. Anschließend geben
wir zwei Angriffe auf RSA an, bei denen die höchstwertigen Bits des geheimen
Schlüssels bekannt sind [8].
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2 Grundlagen über Gitter und

Polynome

2.1 Der LLL-Algorithmus

Gitter sind diskrete, additive Untergruppen des Rn. Sie sind als Punktmengen des Vek-
torraums Rn Gegenstand der von Minkowski entwickelten Geometrie der Zahlen.

Es seien n und k positive ganze Zahlen, für welche n ≥ k gilt. Eine Teilmenge L des
n-dimensionalen Vektorraums Rn heißt Gitter, wenn es eine Menge E von Vektoren im
Rn gibt, sodass

L = L(E) := {r1b1 + · · · + rkbk | bi ∈ E, ri ∈ Z}

gilt. Die Menge E heißt erzeugende Menge für das Gitter L. Falls E minimale Kardina-
lität unter allen erzeugenden Mengen für L hat, heißt E Basis von L. Die Kardinalität
einer Basis von L wird als Dimension oder Rang dimL des Gitters bezeichnet. Es gelte
k = dimL für ein Gitter L ⊂ Rn. Ein Gitter hat vollen Rang, wenn k = n ist. Die Basis
[b1, . . . , bk] eines Gitters L kann als Matrix

B = [b1, . . . , bk] ∈ Rn×k

dargestellt werden.

(2, 0)

(1, 1)

Abbildung 2.1: Gitter mit Basis B = [(1, 1)(2, 0)]

Eine Matrix U ∈ Zn×n heißt unimodular, wenn det(U) = ±1 gilt.
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Satz 2.1
Es seien B1, B2 ∈ Rk×n zwei Basen. Dann gilt L(B1) = L(B2) genau dann, wenn eine
ganzzahlige unimodulare Matrix U existiert, sodass B1 = B2U gilt.

Der Beweis kann in [16] nachgelesen werden.

Definition 2.2
Die Determinante eines Gitters L ist gegeben durch

det L :=
√

det(BT B),

wobei B eine Basis von L ist. Wenn das Gitter vollen Rang hat, gilt

det L = |detB|.

Die Determinate eines Gitters ist eine Invariante; sie ist unabhängig von der gewählten
Basis. Dies kann mit Satz 2.1 gezeigt werden: Es gelte B1 = B2U für eine unimodulare
Matrix U . Dann gilt

det(BT
1 B1) = det(UT BT

2 B2U)

= det(UT ) det(BT
2 B2) det(U)

= det(BT
2 B2),

da die Determinate einer unimodularen Matrix ±1 ist.

Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

Im Rest dieses Abschnitts bezeichnen wir mit 〈·, ·〉 das Standard-Skalarprodukt auf
dem Vektorraum Rn und definieren die Euklidische Norm eines Vektors v ∈ Rn als
‖v‖ :=

√

〈v, v〉. Die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung berechnet zu einer gegebenen
Basis B = [b1, . . . , bk] ⊂ Rn×k eine orthogonale Matrix B∗. Eine Matrix B∗ = [b∗1, . . . , b

∗
k]

heißt orthogonal, wenn
〈

b∗i , b
∗
j

〉

= 0 für alle 1 ≤ i < j ≤ k gilt. Zu einer gegebenen

Basis B = [b1, . . . , bk] wird die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung folgendermaßen be-
rechnet:

b∗i = bi −
i−1∑

j=1

µijb
∗
j für i = 1, . . . , k, (2.1)

wobei

µij =

〈

bi, b
∗
j

〉

〈

b∗j , b
∗
j

〉

und b∗1 = b1 ist.

Da die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung B∗ einer Gitterbasis B im Allgemeinen nicht
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aus Gittervektoren besteht, wird eine Gitterbasis gesucht, die möglichst ”nah” an der
Gram-Schmidt-Orthogonalisierung liegt. Ein Maß für die Abweichung von der Gram-
Schmidt-Orthogonalisierung ist der sogenannte Orthogonalitätsdefekt

δ(B) =
‖b1‖ · · · ‖bk‖
√

det(BT B)
,

wobei B eine reelle n × k-Matrix ist.

Definition 2.3

Eine Gitterbasis B = [b1, . . . , bn] mit bi =
∑i

j=1 µijb
∗
j , wobei µij =

〈bi,b
∗

j〉
〈b∗j ,b∗j〉 für j < i

und µii = 1 ist, heißt schwach-reduziert oder längenreduziert, wenn die Gram-Schmidt-
Koeffizienten

|µij | ≤
1

2
(2.2)

für 1 ≤ j < i ≤ m erfüllen.

Lenstra, Lenstra und Lovász führten 1982 den Begriff der (LLL-)reduzierten Gitterbasis
ein und stellten einen Algorithmus vor, der eine solche Basis in Polynomialzeit berech-
net [11]. Für diese reduzierten Basen lassen sich die folgenden Abschätzungen zeigen,
die wir in Kapitel 3 für den Beweis unseres Hauptergebnisses benötigen. Im Rest des
Abschnitts werden ausschließlich Gitter mit vollem Rang betrachtet. Dies stellt keine
Einschränkung dar, denn alle Ergebnisse lassen sich leicht auf nicht-volldimensionale
Gitter übertragen.

Definition 2.4
Eine Gitterbasis B = [b1, . . . , bn] des Gitters L ⊂ Rn heißt (LLL-)reduziert, falls

(i) die Basis schwach reduziert ist und

(ii) (Lovász-Bedingung)
für alle 1 ≤ i ≤ n gilt, dass

3

4
‖b∗i ‖2 ≤ ‖bi+1(i)‖2, (2.3)

wobei bi+1(i) = b∗i+1 + µi+1,ib
∗
i die Projektion von bi+1 auf das orthogonale Kom-

plement von Rbi+ · · ·+Rbi−1 und B∗ = [b∗1, . . . , b
∗
n] die zugehörige Gram-Schmidt-

Orthogonalisierung ist.

Lemma 2.5
Für eine reduzierte Gitterbasis B = [b1, . . . , bn] und die zugehörige Gram-Schmidt-
Orthogonalisierung B∗ = [b∗1, . . . , b

∗
n] von B gilt

‖b∗i ‖2 ≤ 2‖b∗i+1‖2 für i = 1, . . . , n − 1.
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Beweis: Da die Basis B reduziert ist, gilt für 1 ≤ i ≤ n − 1 die Bedingung (2.3):

3

4
‖b∗i ‖2 ≤ ‖bi+1(i)‖2

= ‖b∗i+1 + µi+1,ib
∗
i ‖2

= ‖b∗i+1‖2 + µ2
i+1,i‖b∗i ‖2

(2.2)

≤ ‖b∗i+1‖2 +
1

4
‖b∗i ‖2.

Daraus folgt direkt
1

2
‖b∗i ‖2 ≤ ‖b∗i+1‖2.

Mit diesem Lemma lassen sich die folgenden Abschätzungen zeigen.

Satz 2.6
Es sei B = [b1, . . . , bn] eine reduzierte Basis des Gitters L ⊂ Rn und B∗ = [b∗1, . . . , b

∗
n]

die zugehörige Gram-Schmidt-Orthogonalisierung. Dann gilt

(i)
‖bj‖2 ≤ 2i−1‖b∗i ‖2 für 1 ≤ j ≤ i ≤ n,

(ii)

det(L) ≤
n∏

i=1

‖bi‖ < 2
n(n−1)

4 det (L),

(iii)

‖b1‖ ≤ 2
n−1

4 det(L)
1
n .

Beweis:

(i) Aus Lemma 2.5 ist bekannt, dass

‖b∗i−1‖2 ≤ 2‖b∗i ‖2 für 1 < i ≤ n

gilt. Induktiv folgt

‖b∗j‖2 ≤ 2i−j‖b∗i ‖2 für 1 ≤ j < i ≤ n. (2.4)
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Weiterhin lässt sich bi folgendermaßen abschätzen

‖bi‖2 = ‖b∗i ‖2 +
i−1∑

j=1

µ2
ij‖b∗j‖2

≤ ‖b∗i ‖2 +
i−1∑

j=1

1

4
‖b∗j‖2

(2.4)

≤ ‖b∗i ‖2 +
i−1∑

j=1

1

4
2i−j‖b∗i ‖2

= (1 +
1

4
(2i − 2))‖b∗i ‖2

≤ 2i−1‖b∗i ‖2.

Dies liefert insgesamt

‖bj‖2 ≤ 2j−1‖b∗j‖2 ≤ 2j−12i−j‖b∗i ‖2 ≤ 2i−1‖b∗i ‖2

für 1 ≤ j ≤ i ≤ n.

(ii) Aus (2.1) folgt zunächst, dass

det(L) = |det(b1, . . . , bn)| = |det(b∗1, . . . , b
∗
n)|

gilt. Mit der paarweisen Orthogonalität der Basisvektoren b∗i gilt weiterhin:

det(L) = |det(b∗1, . . . , b
∗
n)| =

n∏

i=1

‖b∗i ‖.

Zusammen mit ‖b∗i ‖ ≤ ‖bi‖ und ‖bi‖ ≤ 2
i−1
2 ‖b∗i ‖ liefert dies

det(L) =
n∏

i=1

‖b∗i ‖ ≤
n∏

i=1

‖bi‖ ≤
n∏

i=1

2
i−1
2 ‖b∗i ‖ ≤ 2

n(n−1)
4 det(L).

(iii) Nach (i) gilt

‖b1‖2n =
n∏

i=1

‖b1‖2 ≤
n∏

i=1

2i−1‖b∗i ‖2 = 2
n(n−1)

2 det(L)2.

Daraus ergibt sich insgesamt

‖b1‖ ≤ 2
n−1

4 det(L)
1
n .
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Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden ausschließlich ganzzahlige Gitter betrachtet,
da wir nur ganzzahlige Gitter benötigen und verwenden werden. Der von Lenstra, Len-
stra und Lovász entwickelte LLL-Algorithmus berechnet in polynomieller Zeit zu einer
gegeben ganzzahligen Gitterbasis eine reduzierte Basis:

Der LLL-Algorithmus baut auf der Definition 2.4 auf. Die Gitterbasis wird schwach-
reduziert, indem die Gram-Schmidt-Koeffizienten ganzzahlig gerundet werden. Anschlie-
ßend wird überprüft, ob die Lovász-Bedingung verletzt ist. Ist dies der Fall werden die
entsprechenden Gittervektoren vertauscht und es wird erneut schwach-reduziert. Die-
ser Vertauschungsschritt wird solange wiederholt, bis die Lovász-Bedingung nicht mehr
verletzt ist.

Der Algorithmus benötigt die folgende Laufzeit:

Satz 2.7
Es sei L ⊂ Zn ein Gitter mit Basis [b1, . . . , bn] und A ∈ R, A ≥ 2, A = maxk‖bk‖. Dann
berechnet der LLL-Algorithmus eine reduzierte Basis für L und benötigt dazu höchstens
O(n4 log A) arithmetische Operationen beziehungsweise O(n5 log2 A) Bit-Operationen.

Details des Algorithmus’ sowie die Analyse der Laufzeit sind nachzulesen in [11].

Für die ganzzahligen Gitterbasen wird in dieser Arbeit nicht nur eine Abschätzung des
Basisvektors b1, sondern auch eine Abschätzung für den zweiten Basisvektor b2 einer
LLL-reduzierten Gitterbasis benötigt. Hier wird eine Abschätzung für einen beliebigen
Basisvektor einer reduzierten ganzzahligen Gitterbasis angegeben (vgl.[12]).

Satz 2.8
Es sei B = [b1, . . . , bn] eine LLL-reduzierte Gitterbasis des ganzzahligen Gitters L ⊂ Zn.
Dann gilt

‖bi‖ ≤ 2
n(n−1)

4(n−i+1) det(L)
1

n−i+1 für i = 1, . . . , n.

Insbesondere liefert dies eine Abschätzung für den zweiten Basisvektor b2:

‖b2‖ ≤ 2
n
4 det(L)

1
n−1 .

Beweis: Es bezeichne B∗ = [b∗1, . . . , b
∗
n] die zur Gitterbasis B zugehörige Gram-Schmidt-

Orthogonalisierung. Für eine LLL-reduzierte Basis B = [b1, . . . , bn] gilt nach Lemma 2.6
die Abschätzung

‖bi‖ ≤ 2
j−1
2 ‖b∗j‖ für 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

Diese Ungleichung wird für einen festen Basisvektor bi einmal für alle j, i ≤ j ≤ n
angewendet, was Folgendes ergibt

‖bi‖n−i+1 ≤
n∏

j=i

2
j−1
2 ‖b∗j‖.
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Da das Gitter L und somit auch b1 ganzzahlig ist, gilt ‖b∗1‖ = ‖b1‖ ≥ 1. Die Basis ist
LLL-reduziert. Daher erhalten wir zusammen mit Lemma 2.5

1 ≤ ‖b∗1‖ ≤ 2
j−1
2 ‖b∗j‖ für 1 ≤ j ≤ n.

Hiermit lässt sich nun folgende Abschätzung für ‖bi‖ angeben

‖bi‖n−i+1 ≤
n∏

j=i

2
j−1
2 ‖b∗j‖

≤
n∏

j=1

2
j−1
2 ‖b∗j‖

= 2
n(n−1)

4 det(L).

Es folgt

‖bi‖ ≤ 2
n(n−1)

4(n−i+1) det(L)
1

n−i+1 .

2.2 Schranken für Polynome

In diesem Abschnitt leiten wir einige Beziehungen zwischen den Normen von Polynomen
und ihrer Teilbarkeitsbeziehung her. Diese benötigen wir später, um die Teilerfremdheit
zweier Polynome sicherzustellen. Des Weiteren geben wir eine Schranke für die Norm
eines Polynoms an, die uns garantiert, dass die Nullstellen modulo einer ganzen Zahl n
bereits Nullstellen über Z sind.

Es wird folgende Notation benutzt: Für ein Polynom h(x, y, z) =
∑

i,j,k hijkx
iyjzk

definieren wir die Euklidische Norm ‖h‖2 :=
∑

i,j,k |hijk|2 und die Maximumsnorm
‖h‖∞ := maxi,j,k |hijk|. Die gleiche Notation wird auch für den bivariaten und univa-
riaten Fall verwendet.

Die nachfolgenden Lemmata benötigen wir zum Beweis der Hauptaussagen dieser Ar-
beit. Wir geben die Lemmata jeweils für den bivariaten und trivariaten Fall an. Die
Beweise der bivariaten Versionen der Lemmata sind nachzulesen in [7]. Sie beruhen auf
einem Ergebnis von Mignotte. Für den trivariaten Fall erhalten wir ähnliche Ergeb-
nisse. Ihre Beweise verlaufen analog zu den Beweisen des bivariaten Falls. Sie beruhen
ebenfalls auf dem folgenden Ergebnis von Mignotte [13].

Satz 2.9 (Mignotte)
Es seien f(x) und g(x) zwei von 0 verschiedene Polynome über Z mit deg f ≤ k und f
teile g in Z[x]. Dann gilt

‖g‖ ≥ 2−k‖f‖∞.
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Lemma 2.10
Es seien a(x, y) und b(x, y) zwei von 0 verschiedene Polynome über Z vom maximalen
Grad dx, dy in x und y mit der Eigenschaft, dass b(x, y) eine Vielfaches von a(x, y) in
Z[x, y] ist. Dann gilt

||b|| ≥ 2−(dx+1)(dy+1) · ||a||∞
.

Lemma 2.11
Es seien a(x, y) und b(x, y) wie in Lemma 2.10. Weiter sei a(0, 0) 6= 0 und b(x, y) teilbar
durch eine ganze Zahl r 6= 0, sodass der konstante Term a(0, 0) des Polynoms a(x, y)
und r teilerfremd sind. Dann ist b(x, y) teilbar durch r · a(x, y) und

||b|| ≥ 2−(dx+1)(dy+1) · |r| · ||a||∞.

Nun formulieren wir diese Ergebnisse für den trivariaten Fall und beweisen sie mit Hilfe
des Satzes von Mignotte 2.9.

Lemma 2.12
Es seien ã(x, y, z) und b̃(x, y, z) zwei von 0 verschiedene Polynome über Z mit maxi-
malem Grad dx, dy und dz in x, y und z, sodass b̃(x, y, z) ein Vielfaches von ã(x, y, z)
in Z[x, y, z] ist. Dann gilt

‖b̃‖ ≥ 2−(dx+1)(dy+1)(dz+1) · ‖ã‖∞.

Beweis: Wir setzen in 2.9

f(x) := ã(x, xdx+1, x(dx+1)(dy+1)).

Dann gilt

deg f ≤ dx + dy(dx + 1) + dz(dx + 1)(dy + 1) ≤ (dx + 1)(dy + 1)(dz + 1)

und die Polynome ã(x, y, z) und f(x) haben die gleiche Liste von 0 verschiedener Ko-
effizienten. Daher gilt ‖ã‖∞ = ‖f‖∞. Analog setzen wir

g(x) := b̃(x, xdx+1, x(dx+1)(dy+1)),

dann gilt ‖g‖ = ‖b̃‖. Außerdem ist f(x) ein Teiler von g(x) in Z[x]. Mit dem Ergebnis
von Mignotte (Satz 2.9) erhalten wir nun

‖b̃‖ = ‖g‖ ≥ 2−(dx+1)(dy+1)(dz+1)‖f‖∞ = 2−(dx+1)(dy+1)(dz+1)‖ã‖∞.
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Lemma 2.13
Es seien ã(x, y, z) und b̃(x, y, z) wie in Lemma 2.12. Es sei ã(0, 0, 0) 6= 0 und b̃(x, y, z)
teilbar durch eine ganze Zahl r 6= 0 mit der Eigenschaft, dass ggT(ã(0, 0, 0), r) = 1.
Dann ist b̃(x, y, z) teilbar durch r · ã(x, y, z) und es gelte

‖b̃‖ ≥ 2−(dx+1)(dy+1)(dz+1) · |r| · ‖ã‖∞.

Beweis: Es sei ã(x, y, z) =
∑

aijkx
iyjzk. Dann ist a000 = ã(0, 0, 0) der konstante Term

des Polynoms ã(x, y, z). Es sei λ(x, y, z) das Polynom mit

ã(x, y, z) · λ(x, y, z) = b̃(x, y, z).

Wir wollen zeigen, dass r ein Teiler von λ(x, y, z) ist.
Dazu nehmen wir zunächst an, dass r das Polynom λ(x, y, z) nicht teilt.
Es sei λijk ein Koeffizient von xiyjzk in λ(x, y, z), der nicht durch r teilbar ist. Wir
wählen das bezüglich der lexikographischen Ordnung kleinste Tripel (i, j, k), sodass
λijk nicht durch r teilbar ist.
Da

bijk = a000λijk + a100λi−1,jk + a010λij−1k + a001λijk−1...
︸ ︷︷ ︸

≡0 mod r

ist, gilt bijk ≡ λijk · ã(0, 0, 0) mod r, wobei bijk der Koeffizient von xiyjzk in b̃(x, y, z)
ist. Da ã(0, 0, 0) modulo r invertierbar ist und bijk ≡ 0 mod r, liefert r ∤ λijk einen
Widerspruch. Somit teilt r das Polynom λ(x, y, z) und rã(x, y, z) teilt b̃(x, y, z). Um
die gewünschte Abschätzung zu erhalten, wird Lemma 2.12 auf rã(x, y, z) und b̃(x, y, z)
angewendet.

Auch das Lemma von Howgrave-Graham [10], welches Coron [7] für den bivariaten Fall
zeigt, lässt sich auf den trivariaten Fall verallgemeinern.

Lemma 2.14 (Howgrave-Graham)
Es sei h(x, y, z) ∈ Z[x, y, z] die Summe von höchstens w Monomen. Wenn
h(x0, y0, z0) ≡ 0 mod n mit |x0| ≤ X, |y0| ≤ Y und |z0| ≤ Z ist und
‖h(xX, yY, zZ)‖ < n√

w
gilt, dann gilt auch h(x0, y0, z0) = 0 über Z.

Beweis: Es gilt:

|h(x0, y0, z0)| = |
∑

hijkx
i
0y

j
0z

k
0 |

= |
∑

hijkX
iY jZk

(x0

X

)i (y0

Y

)j (z0

Z

)k
|

≤
∑

|hijkX
iY jZk

(x0

X

)i (y0

Y

)j (z0

Z

)k
|

≤
∑

|hijkX
iY jZk|

≤
√

w‖h(xX, yY, zZ)‖
< n.

Da h(x0, y0, z0) ≡ 0 mod n, gilt auch h(x0, y0, z0) = 0 über Z.
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2.3 Weitere Grundlagen

2.3.1 Die Resultante

Es sei R ein Ring. Ferner seien f =
∑

0≤i≤n fix
i, g =

∑

0≤i≤m gix
i Polynome mit

Koeffizienten fi, gi ∈ R vom Grad n beziehungsweise m. Für d ∈ N definieren wir

Pd := {a ∈ R[x]|deg a < d}.

Wir betrachten für die Polynome f, g ∈ R[x] mit n := deg f und m := deg g die folgende
lineare Abbildung zwischen zwei Vektorräumen der Dimension n + m

ϕ0 : Pm × Pn → Pn+m

(s, t) 7→ sf + tg.

Die Sylvestermatrix Syl(f, g) ist die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung ϕ0.

Syl(f, g) =

























fn gm

fn−1 fn gm−1 gm
...

...
. . .

...
...

. . .
...

... fn g1
...

. . .
...

... fn−1 g0
...

. . .
...

...
... g0 gm

f0
...

...
. . .

...

f0
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

f0 g0

























Dabei enthalten die ersten m Spalten der Matrix die Koeffizienten von f und die letzten
n Spalten die Koeffizienten von g.

Die Resultante res(f, g) ist definiert als Determinante der Sylvestermatrix von f und
g:

res(f, g) = det(Syl(f, g)).

Falls wir zwei bivariate Polynome f(x, y) und g(x, y) mit Koeffizienten im Ring R
betrachten, berechnen wir die Resultante bezüglich x oder bezüglich y. Falls wir bei-
spielsweise die Resultante resy(f, g) von f und g bezüglich der Variablen y berechnen
wollen, fassen wir f(x, y) und g(x, y) als Polynome in y mit Koeffizienten im Ring R[x]
auf. Die Resultante resy(f, g) von f und g bezüglich y ist somit ein Polynom in x. Ana-
log können wir für zwei trivariate Polynome f, g die Resultanten resx(f, g) bezüglich x,
resy(f, g) bezüglich y und resz(f, g) bezüglich z berechnen.

Wir benötigen in dieser Arbeit die folgende wichtige Eigenschaft der Resultante [9]:
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Satz 2.15
Es sei R ein Euklidischer Ring und f, g ∈ R[x] zwei Polynome. Dann gilt

ggT(f, g) = 1 ⇐⇒ res(f, g) 6= 0.

Beweis: Es gelte ggT(f, g) > 1. Dann existiert ein Tupel (s, t) ∈ Pm ×Pn \ {(0, 0)} mit
sf + tg = 0 und das Paar (s, t) liegt im Kern kerϕ0. Somit ist ϕ0 nicht injektiv und
folglich auch kein Isomorphismus. Daher ist auch die Darstellungsmatrix Syl(f, g) nicht
invertierbar und ihre Determinate ist 0. Somit ist res(f, g) = det(Syl(f, g)) = 0.

Es gelte andererseits res(f, g) = 0. Dann ist die Matrix Syl(f, g) nicht invertierbar.
Daher ist ϕ0 kein Isomorphismus. Da es sich um eine lineare Abbildung zwischen zwei
Vektorräumen der gleichen Dimension handelt, ist ϕ0 also nicht injektiv. Das heißt, es
existiert ein Paar (s, t) ∈ Pm ×Pn mit (s, t) 6= (0, 0) und sf + tg = 0. Daraus folgt nun,
dass der ggT von f und g nicht trivial ist.

2.3.2 Lexikographische Ordnung

Es seien (a1, . . . , an) und (a′1, . . . , a
′
n) Elemente aus Zn. Dann ist (a1, . . . , an) bezüg-

lich der lexikographischen Ordnung kleiner als (a′1, . . . , a
′
n), wenn in (a1, . . . , an) −

(a′1, . . . , a
′
n) ∈ Zn das erste von 0 verschiedene Element negativ ist. Dies bedeutet,

es gilt ak < a′k für ein k ≤ n und ai = a′i für alle i < k.

Es seien M = xe1
1 · · ·xen

n und M ′ = x
e′1
1 · · ·xe′n

n zwei Monome. Dann ist M ′ lexikogra-
phisch kleiner als M , wenn der Multiindex (e′1, . . . , e

′
n) von M ′ lexikographisch kleiner

ist als der Multiindex (e1, . . . , en) von M .
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3 Die Ergebnisse von Coron und

Coppersmith

Coppersmith stellte 1996 einen Algorithmus zur Nullstellensuche bei bivariaten ganz-
zahligen Polynomen vor [3]. Mit diesem Algorithmus lassen sich die Nullstellen eines
Polynoms in polynomieller Zeit berechnen unter der Voraussetzung, dass die Lösungen
hinreichend klein sind.

Der Beweis von Coppersmith beruht auf Gitterredukion. Allerdings ist der Beweis sehr
aufwendig. Coron stellt in [7] einen vereinfachten Zugang zu diesem Problem vor. Das
führt jedoch zu einer etwas schlechteren Schranke als bei der Methode von Coppersmith.
Außerdem betrachtet er nur zwei Spezialfälle in Bezug auf die Form des zu untersu-
chenden Polynoms.

Blömer und May stellen in [1] eine neue, flexible Formulierung der Coppersmith-Metho-
de zur Suche kleiner Nullstellen ganzzahliger bivariater Polynome p(x, y) vor. Dabei
hängt das Ergebnis von zwei Monom-Mengen ab, die bezüglich des betrachteten Poly-
noms p(x, y) gewählt werden. Diese Methode erlaubt es, die Schranken der Lösungen zu
maximieren. Weiterhin werden in ihrer Arbeit [1] Konstruktionen für Monom-Mengen
für verschiedenen Formen des Newton-Polygons von p(x, y) angegeben.

Wir werden in diesem Kapitel zunächst allgemein den bivariaten ganzzahligen Fall des
Satzes von Coppersmith mit den Bezeichnungen von Blömer und May [1] formulie-
ren und ihn mit der Methode von Coron beweisen. Dabei benötigen wir in Bezug auf
die Mengen, die wir betrachten, eine schwächere Bedingung als Coppersmith, erhalten
aber ebenso wie Coron auch etwas schlechtere Schranken im Vergleich zu Coppersmith.
Anschließend werden wir diese Methode auf den trivariaten ganzzahligen Fall verallge-
meinern.

Zunächst benötigen wir noch einige Definitionen.

Definition 3.1
Es sei M eine Menge von Monomen in den Variablen x1, . . . , xn. Ein Polynom
g(x1, . . . , xn) ist definiert über M oder ein Polynom über M genau dann, wenn das
Polynom g(x1, . . . , xn) dargestellt werden kann als

g(x1, . . . , xn) =
∑

µ∈M

cµµ mit cµ ∈ Z.
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Ein Polynom p(x1, . . . , xn) ∈ Z[x1, . . . , xn] ist irreduzibel, falls aus p(x1 . . . , xn) =
f(x1, . . . , xn) · g(x1, . . . , xn) mit f(x1, . . . , xn), g(x1, . . . , xn) ∈ Z[x1, . . . , xn] folgt, dass
entweder f(x1, . . . , xn) = ±1 oder g(x1, . . . , xn) = ±1 gilt. Dies bedeutet insbesondere,
dass der Inhalt eines irreduziblen Polynoms 1 ist, wobei der Inhalt eines Polynoms p
als größter gemeinsamer Teiler der Koeffizienten von p definiert ist.

Weiterhin definieren wir das Newton-Polygon N(f) eines bivariaten Polynoms
f(x, y) =

∑
fijx

iyj als konvexe Hülle der im Polynom f auftretenden Exponenten
der Monome:

N(f) := conv
{
(i, j) ∈ N2 | fij 6= 0

}
.

Diese Definition lässt sich auf den trivariaten Fall übertragen. So ist das Newton-Polytop
N(g) eines trivariaten Polynoms g(x, y, z) =

∑
gijkx

iyjzk definiert als

N(g) := conv
{
(i, j, k) ∈ N3 | gijk 6= 0

}
.

3.1 Der bivariate Fall

In seiner Arbeit [7] betrachtet Coron nur bivariate ganzzahlige Polynome p(x, y) mit
Grad δ in jeder Variablen beziehungsweise vom totalen Grad δ. Wir beweisen in diesem
Abschnitt mit der Methode von Coron eine allgemeine Bedingung für die Größe der
Nullstellen irreduzibler bivariater ganzzahliger Polyome p(x, y) vom Grad dx in x und
dy in y. Anschließend geben wir für bivariate ganzzahlige Polynome vom Grad δ in jeder
Variablen eine genauere Schranke für die Größe der Nullstellen an und erhalten hier das
gleiche Ergebnis wie Coron [7].

Nun geben wir eine allgemeine Bedingung an, welche Nullstellen bivariater ganzzahliger
Polynome erfüllen müssen, damit sie in Polynomialzeit berechnet werden können.

Satz 3.2 (Coron, bivariater Fall)
Es sei p(x, y) ein irreduzibles ganzzahliges Polynom in zwei Variablen vom Grad höch-
stens dx, dy ≥ 1 in den Variablen x und y und W = ‖p(xX, yY )‖∞. Ferner seien S
und M, S ⊂ M , Monom-Mengen mit der Eigenschaft, dass für alle Monome µ ∈ S gilt,
dass µ · p(x, y) über M definiert ist. Wir setzen

s := |S| m := |M |

sx :=
∑

xiyj∈M\S
i sy :=

∑

xiyj∈M\S
j.

Es seien k, γ und ω derart, dass

- k = max{j | xiyj ∈ S},
- γ k = max{i | xiyj ∈ S} und

- ω = (dx + γ k + 1)(dy + k + 1)
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gilt. Ferner seien X und Y natürliche Zahlen, welche

XsxY sy < 2−
m(4ω+m+3)−4s

4 W s (3.1)

erfüllen. Dann können alle ganzzahligen Nullstellen (x0, y0) des Polynoms p(x, y) mit
|x0| ≤ X, |y0| ≤ Y in Zeit polynomiell in (log W, m) gefunden werden.

Bevor wir den Satz beweisen, klären wir noch einige Bezeichnung. Elemente der Menge S
heißen Shiftmonome. Entsprechend wird die Menge S selbst als Shift-Menge oder Menge
der Shiftmonome bezeichnet. Gleichzeitig werden die Monom-Mengen S und M mit
Mengen in der Eukidischen Ebene R2 identifiziert. Es sei S eine Menge von Monomen
in x und y. Dann betrachten wir die konvexe Hülle conv

({
(i, j) ∈ N2 | xiyj ∈ S

})
⊂ R2.

Diese Menge wird zu Vereinfachung auch mit S bezeichnet.

Beweis: Es sei (x0, y0) eine ganzzahlige Nullstelle von p(x, y). Wir setzen

• W := ‖p(xX, yY )‖∞
• γk := max{j, xiyj ∈ S} und

• k := max{i, xiyj ∈ S}.
Dann gibt es ein λ ∈ R, sodass dx = λdy gilt. Es wird angenommen, dass p00 6= 0 und
ggT(p00, (X

γY )k) = 1 gilt.

Ist p00 = 0, so erhalten wir durch einen einfachen Wechsel der Variablen ein Polynom
p∗(x, y) mit p∗00 6= 0. Das genaue Vorgehen wird im Anhang A.1 erläutert.

Falls ggT(p00, (X
γY )k)) 6= 1 gilt, wählen wir Primzahlen X ′ und Y ′ mit X ≤ X ′ < 2X

beziehungsweise Y ≤ Y ′ < 2Y , sodass ggT(p00, (X
′γY ′)k) = 1 gilt. Wir ersetzen dann

im Folgenden X durch X ′ und Y durch Y ′.

Wir setzen
u = W + ((1 − W ) mod |p00|).

Dann lässt sich durch Nachrechnen leicht zeigen, dass

√
m · 2−mW ≤ u < 2W

und ggT(p00, u) = 1 gilt. Wir setzen n = u · (XγY )k. Da sowohl u und p00 als auch
(XγY )k und p00 teilerfremd sind, gilt auch ggT(p00, n) = 1 und

√
m · 2−m(XγY )kW ≤ n < 2(XγY )kW. (3.2)

Gesucht ist ein Polynom h(x, y), für das h(x0, y0) = 0 gilt und welches kein Vielfa-
ches von p(x, y) ist. Da p(x, y) irreduzibel ist, ist dann die Resultante bezüglich y von
p(x, y) und h(x, y) von 0 verschieden und besitzt x0 als Nullstelle. So können wir ei-
ne der Variablen eliminieren und die Nullstellensuche im univariaten Fall durchführen.
Um ein Polynom h(x, y) mit diesen Eigenschaften zu erhalten, konstruieren wir ein Git-
ter vollen Ranges aus den Koeffizientenvektoren von Polynomen qij(xX, yY ), die die
Kongruenz qij(x0, y0) ≡ 0 mod n erfüllen. Wir wählen dann h(xX, yY ) mit Hilfe des
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LLL-Algorithmus’ als kurzen Gittervektor. Die Schranken für X und Y ergeben sich
daraus, dass h(x0, y0) = 0 über Z gelten muss und h(x, y) kein Vielfaches von p(x, y)
sein darf.

Es sei q(x, y) definiert als das Polynom

q(x, y) = p−1
00 p(x, y) mod n.

Für alle (i, j) ∈ S definieren wir die Shift-Polynome

qij(x, y) = xiyjXγk−iY k−jq(x, y).

Für alle (i, j) ∈ M \ S definieren wir die folgenden Hilfspolynome

qij(x, y) = xiyjn.

Für alle (i, j) ∈ M gilt qij(x0, y0) ≡ 0 mod n. Wir betrachten die zugehörigen Poly-
nome q̃ij(x, y) = qij(xX, yY ). Dann sind die Polynome q̃ij(x, y) für (i, j) ∈ M durch
(XγY )k teilbar.

Wenn h(x, y) eine ganzzahlige Linearkombination der Polynome qij(x, y) ist, dann ist
h(xX, yY ) eine Linearkombination der Polynome q̃ij(x, y) mit den gleichen ganzzah-
ligen Koeffizienten. Das Polynom h(x, y) ist die Summe von höchstens m Monomen,
denn alle Polynome qij(x, y) sind nach der Voraussetzung an die Mengen S und M
über M definiert. Es gilt h(x0, y0) ≡ 0 mod n und (XγY )k teilt h(xX, yY ). Außerdem
hat h(x, y) maximalen Grad λdy + γk beziehungsweise dy + k in x und y. Die Koeffi-
zienten von h(xX, yY ) müssen hinreichend klein sein, sodass h(x, y) die folgenden zwei
Bedingungen erfüllt:

(1) Die Gleichheit h(x0, y0) = 0 gilt nicht nur modulo n, sondern auch über Z. Die
Bedingung ist nach der bivariaten Variante des Lemmas 2.14 (vgl [7, Lemma 1])

‖h(xX, yY )‖ ≤ n√
m

.

(2) Das Polynom h(x, y) ist kein Vielfaches von p(x, y). Die Bedingung dafür ergibt
sich aus Lemma 2.11 und lautet

‖h(xX, yY )‖ < 2−ω · (XγY )kW

mit ω = (dx + γk + 1)(dy + k + 1). Diese Bedingung folgt aus der Anwendung
von Lemma 2.11 mit a(x, y) = p(xX, yY ), b(x, y) = h(xX, yY ) und r = (XγY )k.
Wenn die obige Bedingung erfüllt ist, ist h(xX, yY ) kein Vielfaches von p(xX, yY ).
Daher ist auch h(x, y) kein Vielfaches von p(x, y).

Die erste Bedingung ist erfüllt, wenn die zweite Bedingung erfüllt ist. Denn es gilt

n√
m

(3.2)

≥
√

m · 2−m(XγY )kW√
m

≥ 2−ω(XγY )kW,

da ω ≥ m ist.
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Wir möchten nun ein Polynom h(x, y) finden, dass diese Bedingungen erfüllt. Dazu
betrachten wir das Gitter L, welches durch die Koeffizientenvektoren der Polynome
q̃ij(x, y) aufgespannt wird. Die Polynome haben m Koeffizienten und es gibt m dieser
Polynome. Dies liefert ein volldimensionales Gitter mit Rang m, da die Polynome nach
Konstruktion linear unabhängig sind.

1 x y xy x2 x2y y2 xy2 x2y2

q̃00 XY a10X2Y a01XY 2 a11(XY )2

q̃10 XY a10X2Y a01XY 2 a11(XY )2

q̃01 XY a10X2Y a01XY 2 a11(XY )2

q̃11 XY a10X2Y a01XY 2 a11(XY )2

q̃20 X2n
q̃21 X2Y n
q̃02 Y 2n
q̃12 XY 2n
q̃22 X2Y 2n

Abbildung 3.1: Beispiel eines Gitters L für S :=
{
xiyj | 0 ≤ i ≤ k, 0 ≤ j ≤ k

}
und

M :=
{
xiyj | 0 ≤ i ≤ k + δ, 0 ≤ j ≤ k + δ

}
mit δ = 1 und k = 1

Die Koeffizientenvektoren der Polynome q̃ij(x, y) lassen sich so anordnen, dass sie eine
trianguläre Basis von L bilden. Ein Beispiel für eine trianguläre Gitterbasis finden wir
in Abbildung 3.1. Die Determinate ist dann das Produkt der Diagonaleinträge. Die
Shift-Polynome q̃ij(x, y) für (i, j) ∈ S liefern jeweils als Diagonaleintrag (XγY )k. Dies
ergibt insgesamt

∏

(i,j)∈S

(XγY )k = ((XγY )k)s.

Die Hilfspolynome q̃ij(x, y) für (i, j) ∈ M \ S liefern

∏

(i,j)∈M\S
XiY jn = XsxY synm−s.

Also ist die Determinate von L gegeben durch

det(L) = (XγY )k sXsxY synm−s.

Mit (3.2) folgt nun

det(L) < (XγY )k sXsxY sy(2W (XγY )k)m−s

= 2m−s (XγY )k m XsxY syWm−s. (3.3)

Der LLL-Algorithmus berechnet in Zeit polynomiell in (log W, m) ein von 0 verschiede-
nes Polynom h(x, y) mit der Eigenschaft:

‖h(xX, yY )‖ ≤ 2
m−1

4 · det(L)
1
m .

Somit sind die Bedingungen (1) und (2) erfüllt, wenn gilt

2
m−1

4 · det(L)
1
m < 2−ω · (XγY )kW.
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Hieraus ergibt sich mit (3.3) die gesuchte Bedingung

XsxY sy < 2−
m (4 ω+m+3)−4 s

4 W s.

In diesem Fall gilt h(x0, y0) = 0 über Z und h(x, y) ist kein Vielfaches von p(x, y). Das
Polynom p(x, y) ist irreduzibel. Daher gilt laut Satz 2.15, dass die Resultante

Q(x) = resy(h(x, y), p(x, y))

ein von 0 verschiedenes Polynom mit Q(x0) = 0 ist. Mit Standard-Algorithmen zur
Nullstellensuche kann dann x0 gefunden werden und y0 als Nullstelle von p(x0, y).

Betrachten wir nun Polynome vom Grad δ in jeder Variablen. Für Polynome dieser
Form können wir in Abhängigkeit vom Grad δ und einem fest gewählten ε > 0 konkre-
te Schranken für die Nullstellen angeben, welche in Polynomialzeit berechnet werden
können. Bei der Methode von Coppersmith hingegen hängen diese Schranken nur vom
Grad δ des Polynoms ab. Dafür benötigt Coppersmith allerdings eine deutlich stärkere
Bedingung in Hinblick auf die Monom-Mengen als die Bedingung, die wir benötigen.
Hierauf werden wir im Kapitel 4 näher eingehen.

Satz 3.3
Es sei p(x, y) ∈ Z[x, y] ein irreduzibles bivariates ganzzahliges Polynom mit maximalem
Grad δ in jeder Variablen. Ferner seien X und Y obere Schranken für die gesuchten,
ganzzahligen Nullstellen (x0, y0) und W = ‖p(xX, yY )‖∞. Falls

XY < 2−
1

δ ε2 −O
(

1
ε

)

W
2
3 δ − ε

für ein ε ∈ (0, 1
δ ) gilt, können alle Paare (x0, y0) ∈ Z2, die

p(x0, y0) = 0 mit |x0| ≤ X, |y0| ≤ Y

erfüllen, in Zeit polynomiell in (log W, δ) gefunden werden.

Beweis: Diese Schranke lässt sich aus Satz 3.2 herleiten, indem wir konkrete Monom-
Mengen S und M betrachten. Da das Newton-Polygon N(p) des Polynoms
p(x, y) =

∑δ
i=0

∑δ
j=0 pijx

iyj Rechteckform hat, wählen wir

S :=
{
xiyj | 0 ≤ i ≤ k, 0 ≤ j ≤ k

}

und
M :=

{
xiyj | 0 ≤ i ≤ k + δ, 0 ≤ j ≤ k + δ

}
.

Der Parameter k ∈ N wird in Abhängigkeit von ε später passend gewählt. Für diese
Mengen S und M gilt offensichtlich, dass für alle µ ∈ S das Polynom µ · p(x, y) über
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M definiert ist. Somit können wir Satz 3.2 anwenden und erhalten für s, m, sx, sy und
ω die folgenden Formeln:

s = |S| = (k + 1)2,

m = |M | = (k + δ + 1)2

= ω

und

sx =
∑

i∈M\S
i

=
(δ + k)(δ + k + 1)2

2
− k (k + 1)2

2

= sy =
∑

j∈M\S
j.

Damit erhalten wir aus (3.1) die Bedingung

(XY )
(δ+k)(δ+k+1)2

2
− k (k+1)2

2 < 2−
5 m2+3 m−4 s

4 W (k+1)2 .

Daraus folgt
XY < 2−βWα, (3.4)

wobei

α =
2 (k + 1)2

(δ + k)(δ + k + 1)2 − k (k + 1)2

≥ 2

3 δ
− 2 δ + 6 k + 4

3 (δ2 + 3 δ k + 2 δ + 3 k2 + 4 k + 1)

≥ 2

3 δ
− 2 (δ + 3 k + 2)

3 (k + 1)(3 k + 3 δ + 1)

≥ 2

3 δ
− 2

3 (k + 1)
(3.5)

und

β =
10 (k + δ + 1)4 + 6 (k + δ + 1)2 − 8 (k + 1)2

4 ((δ + k)(δ + k + 1)2 − k (k + 1)2)

≤ k2

δ
+

27 δk3 + (28 δ2 + 35 + 54 δ) k2 + (20 δ3 + 66 δ + 34 + 60 δ2) k

2 δ (3 k2 + 3 k δ + 4 k + δ2 + 2 δ + 1)

+
12 + 33 δ2 + 26 δ + 5 δ4 + 20 δ3

2 δ (3 k2 + 3 k δ + 4 k + δ2 + 2 δ + 1)

(∗)
≤ k2

δ
+ O (k) (3.6)
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gilt.

(∗) An dieser Stelle geht bereits ein, dass wir später k = ⌊1/ε⌋ wählen. Da ε < 1
δ gilt,

folgt somit auch δ < k.

Wir wählen nun k = ⌊1/ε⌋, wobei ε ∈ (0, 1/δ) gilt, und erhalten mit (3.4),(3.5) und
(3.6) die folgende Bedingung für X und Y :

2−βWα ≥ 2
−
(

[ k2

δ
+O(k)

]

W
2
3 δ

− 2
3 (k+1)

≥ 2
−
[

1
δ ε2

+O( 1
ε)
]

W
2
3 δ

−ε

> XY.

Für X und Y , welche der obigen Bedingung genügen, können wir laut Satz 3.2 die
Nullstellen (x0, y0) von p(x, y) mit |x0| ≤ X und |y0| ≤ Y in Laufzeit polynomiell in
(log W, m) bestimmen. Für ein festes ε > 0 kann m als Polynom in δ aufgefasst werden.
Somit hat der Algorithmus für ein festes ε > 0 eine Laufzeit, die polynomiell in (log W, δ)
ist.

3.2 Der trivariate ganzzahlige Fall

Nun möchten wir die Methode von Coron auf den trivariaten Fall übertragen. Dabei
wird die Methode allerdings heuristisch. Denn wir können nicht gewährleisten, dass
alle Polynome, welche wir durch Gitterreduktion erhalten, teilerfremd zueinander sind.
Das bedeutet, dass wir nicht sicherstellen können, dass alle im Beweis auftretenden
Resultanten vom Nullpolynom verschieden sind. Im Folgenden wird daher angenommen,
dass alle auftretenden Resultanten von 0 verschieden sind.

Unter dieser Annahme kann nun der zentrale Satz dieser Arbeit formuliert und bewiesen
werden. Dieser Satz gibt für trivariate ganzzahlige Polynome eine allgemeine obere
Schranke für die Nullstellen an, welche in Polynomialzeit bestimmt werden können. Der
Beweis gleicht im Wesentlichen dem Beweis der bivariaten Variante dieses Satzes (Satz
3.2).

Analog zum bivariaten Fall wird die Menge S als Shift-Menge bezeichnet und die
Monom-Mengen S und M werden mit Mengen im Euklidischen Raum R3 identifiziert.
Es sei S eine Menge von Monomen in x, y und z. Dann betrachten wir analog zum bi-
variaten Fall die konvexe Hülle conv

({
(i, j, k) ∈ N3 | xiyjzk ∈ S

})
⊂ R3. Diese Menge

wird ebenfalls mit S bezeichnet.

Satz 3.4 (Coron, trivariater Fall)
Es sei p(x, y, z) ein irreduzibles trivariates ganzzahliges Polynom vom Grad dx, dy und
dz ≥ 1 in den Variablen x, y und z. Ferner seien X, Y, Z ∈ N und W = ‖p(xX, yY, zZ)‖∞.
Es seien S und M , S ⊂ M , Mengen für die gilt: Für jedes Monom µ ∈ S ist µ ·p(x, y, z)
definiert über M . Wir setzen

s := |S|, m := |M |
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sx =
∑

xiyjzk∈M\S
i, sy =

∑

xiyjzk∈M\S
j, sz =

∑

xiyjzk∈M\S
k.

Weiter seien ℓ, τ, γ und ω derart, dass

- ℓ = max{i | xiyjzk ∈ S},
- τℓ = max{j | xiyjzk ∈ S},
- γℓ = max{k | xiyjzk ∈ S} und

- ω = (dx + ℓ + 1)(dy + τℓ + 1)(dz + γℓ + 1)

gilt. Dann können alle Tripel (x0, y0, z0) ∈ Z3, welche

p(x0, y0, z0) = 0 mit |x0| ≤ X, |y0| ≤ Y, |z0| ≤ Z

erfüllen, in Laufzeit polynomiell in (log W, m) gefunden werden unter der Voraussetzung,
dass

Xsx+ℓY sy+τℓZsz+γℓ < 2−
m(4ω+m+3)

4 W s−1 (3.7)

gilt.

Beweis: Es sei (x0, y0, z0) eine ganzzahlige Nullstelle von p(x, y, z). Wir setzen

• W = ‖p(xX, yY, zZ)‖∞,

• ℓ = max{i, xiyjzk ∈ S},
• τℓ = max{j, xiyjzk ∈ S}, wobei τ > 0 ist, und

• γℓ = max{k, xiyjzk ∈ S}, wobei γ > 0 ist.

Es wird angenommen, dass p000 6= 0 und ggT(p000, (XY τZγ)ℓ) = 1 gilt.

Im Fall p000 = 0 erhalten wir durch den im Anhang A.2 erläuterten Variablenwechsel
ein Polynom p∗(x, y, z) mit p∗000 6= 0.

Gilt ggT(p000, (XY τZγ)ℓ) > 1, so wählen wir Primzahlen X ′, Y ′ und Z ′ mit X < X ′ <
2X, Y < Y ′ < 2Y und Z < Z ′ < 2Z, sodass ggT(p000, (X

′Y ′τZ ′γ)ℓ) = 1 ist. Wir
ersetzen dann im Folgenden X, Y und Z durch X ′, Y ′ und Z ′.

Wir setzen
u = W + ((1 − W ) mod |p000|).

Es ist leicht nachzurechnen, dass

√
m · 2−mW ≤ u < 2 · W

und ggT(p000, u) = 1 gilt. Nun setzen wir n = u · (XY τZγ)ℓ. Dann gilt ggT(p000, n) = 1
und √

m · 2−m(XY τZγ)ℓW ≤ n < 2(XY τZγ)ℓW. (3.8)

Gesucht sind zwei Polynome h1(x, y, z) und h2(x, y, z) mit h1(x0, y0, z0) = 0 und
h2(x0, y0, z0) = 0 und der Eigenschaft, dass h1(x, y, z) und h2(x, y, z) keine Vielfachen
von p(x, y, z) sind. Dann betrachten wir die Resultanten bezüglich z von p(x, y, z) und
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h1(x, y, z) beziehungsweise p(x, y, z) und h2(x, y, z). Diese Resultanten sind Polynome
in x und y und eine gemeinsame Nullstelle von ihnen ist (x0, y0). Um eine weitere Varia-
ble zu eliminieren, berechnen wir die Resultante bezüglich y der vorhergehenden beiden
Resultanten. Davon ausgehend, dass diese Resultante von 0 verschieden ist, erhalten
wir ein Polynom in einer Variablen x, welches x0 als Nullstellen besitzt. So können wir
nun sukzessiv x0, y0 und z0 als Nullstelle eines univariaten Polynoms berechnen.

Um diese Polynome h1(x, y, z) und h2(x, y, z) zu erhalten, betrachten wir wie im Beweis
des Satzes 3.2 ein Gitter L aufgespannt von den Koeffizientenvektoren von Polynomen
qij(xX, yY, zZ), für die qij(x0, y0, z0) ≡ 0 mod n gilt. Wir wählen dann h1(xX, yY, zZ)
und h2(xX, yY, zZ) mit dem LLL-Algorithmus als kurze Vektoren dieses Gitters. Da
hi(x, y, z) = 0 über Z gelten muss und hi(x, y, z) kein Vielfaches von p(x, y, z) sein soll,
i = 1, 2, ergeben sich Bedingungen für die Größe der Koeffizienten und somit Schranken
für die Größe der Nullstellen (x0, y0, z0), die in Polynomialzeit gefunden werden können.

Zunächst definieren wir das folgende Gitter:
Es sei q(x, y, z) definiert als das Polynom

q(x, y, z) = p−1
000 · p(x, y, z) mod n.

Für alle (i, j, k) ∈ S definieren wir die folgenden Shift-Polynome

qijk(x, y, z) = xiyjzkXℓ−iY τℓ−jZγℓ−kq(x, y, z)

und für alle (i, j, k) ∈ M \ S definieren wir die Hilfspolynome

qijk(x, y, z) = xiyjzkn.

Für alle (i, j, k) ∈ M gilt, dass qijk(x0, y0, z0) ≡ 0 mod n ist. Wir betrachten nun für
alle Polynome qijk(x, y, z) die zugehörigen Polynome q̃ijk(x, y, z) = qijk(xX, yY, zZ).
Dann sind die Polynome q̃ijk(x, y, z) durch (XY τZγ)ℓ teilbar.

Es seien h1(x, y, z) und h2(x, y, z) ganzzahlige Linearkombinationen der Polynome
qijk(x, y, z), dann sind h̃1(x, y, z) = h1(xX, yY, zZ) und h̃2(x, y, z) = h2(xX, yY, zZ)
Linearkombinationen der Polynome q̃ijk(x, y, z) mit den gleichen ganzzahligen Koeffi-
zienten. Es gilt h1(x0, y0, z0) ≡ 0 mod n und h2(x0, y0, z0) ≡ 0 mod n und h1(x, y, z)
und h2(x, y, z) sind jeweils die Summen von höchstens m Monomen. Weiterhin sind
h1(x, y, z) und h2(x, y, z) höchstens vom Grad dx + ℓ in x, dy + τℓ in y und dz + γℓ in
z. Gesucht sind zwei Polynome h1(x, y, z) und h2(x, y, z) mit genügend kleinen Koeffi-
zienten, sodass die folgenden Bedingungen gelten:

(1) Die Gleichheit h1(x0, y0, z0) = 0 beziehungsweise h2(x0, y0, z0) = 0 gilt nicht nur
modulo n, sondern auch über Z. Die Bedingungen dafür sind laut Lemma 2.14:

‖h1(xX, yY, zZ)‖ ≤ n√
m

und
‖h2(xX, yY, zZ)‖ ≤ n√

m
.
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(2) Die Polynome h1(xX, yY, zZ) und h2(xX, yY, zZ) sind keine Vielfachen von
p(x, y, z). Um dies zu erzielen, müssen laut Lemma 2.13 die folgenden Bedin-
gungen erfüllt sein:

‖h1(xX, yY, zZ)‖ < 2−ω(XY τZγ)ℓW

und
‖h2(xX, yY, zZ)‖ < 2−ω(XY τZγ)ℓW.

Dabei ist ω = (dx + ℓ + 1)(dy + τℓ + 1)(dz + γℓ + 1). Wenn diese Bedingun-
gen erfüllt sind, können h1(xX, yY, zZ) und h2(xX, yY, zZ) keine Vielfachen von
p(xX, yY, zZ) sein und somit sind auch h1(x, y, z) und h2(x, y, z) keine Vielfachen
von p(x, y, z).

Es genügt die zweite Bedingung zu betrachten. Wegen

n√
m

(3.8)

≥
√

m2−m(XY τZγ)ℓW√
m

= 2−m(XY τZγ)ℓW ≥ 2−ω(XY τZγ)ℓW

ist Bedingung (1) bereits erfüllt, wenn die zweite Bedingung erfüllt ist. Hierbei müssen
wir beachten, dass ω ≥ m gilt.

Um zwei Polynome zu finden, die diese Bedingungen erfüllen, verwenden wir nun den
LLL-Algorithmus. Es sei L das Gitter, das durch die Koeffizientenvektoren der Poly-
nome q̃ijk(x, y, z) aufgespannt wird. Die Polynome haben m Koeffizienten und es gibt
m solcher Polynome. Somit liefern die Koeffizientenvektor der Polynom qijk(x, y, z) ein
volles Gitter der Dimension m über Z, da die Polynome nach Konstruktion linear un-
abhängig sind.

Die Koeffizientenvektoren der Polynome q̃ijk(x, y, z) lassen sich so anordnen, dass sie
eine trianguläre Basis von L bilden. Dann ist die Determinante das Produkt der Diago-
naleinträge. Die Polynome q̃ijk(x, y, z) liefern für (i, j, k) ∈ S jeweils den Diagonaleintrag
(XY τZγ)l. Damit tragen die Polynome q̃ijk(x, y, z) für (i, j, k) ∈ S insgesamt

∏

(i,j,k)∈S

(XY τZγ)ℓ = (XY τZγ)ℓs

zur Determinante bei und die Hilfspolynome q̃ijk(x, y, z) für (i, j, k) ∈ M \ S liefern

∏

(i,j,k)∈M\S
XiY jZkn = XsxY syZsznm−s.

Somit ist die Determinante von L gegeben durch

det(L) = (XY τZγ)ℓsXsxY syZsznm−s. (3.9)

Der LLL-Algorithmus berechnet laut Lemma 2.8 in Zeit polynomiell in (log W, m) zwei
von 0 verschiedene Polynome h1(x, y, z) und h2(x, y, z), sodass gilt

‖h̃1(x, y, z)‖ ≤ ‖h̃2(x, y, z)‖ ≤ 2
m
4 det(L)

1
m−1 .
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Somit sind die Bedingungen (1) und (2) erfüllt, wenn

2
m
4 det(L)

1
m−1 < 2−ω(XY τZγ)ℓW (3.10)

gilt. Mit n ≤ 2 · (XY τZγ)l · W und (3.9) erhalten wir die Schranke

XsxY syZsz(XY τZγ)l < 2−
m (4 ω+m+3)

4 W s−1.

In diesem Fall gilt h1(x0, y0, z0) = 0 und h2(x0, y0, z0) = 0. Außerdem sind h1(x, y, z)
und h2(x, y, z) keine Vielfachen von p(x, y, z). Da p(x, y, z) irreduzibel ist, sind somit
laut Satz 2.15 die Resultanten

Q1(x, y) = resz(h1(x, y, z), p(x, y, z))

und
Q2(x, y) = resz(h2(x, y, z), p(x, y, z))

von 0 verschiedene Polynome mit Q1(x0, y0) = 0 und Q2(x0, y0) = 0. Die Polynome
h1(x, y, z) und h2(x, y, z) sind nicht zwangsweise teilerfremd. Daher kann der Fall auf-
treten, dass die Resultante Q(x) = resy(Q1(x, y), Q2(x, y)) das Nullpolynom ist. Dies
macht die Methode heuristisch. Unter der Annahme, dass Q(x) von 0 verschieden ist,
gilt, dass x0 ein Nullstelle des univariaten Polynoms Q(x) ist und mit Standardalgo-
rithmen zur Nullstellensuche gefunden werden kann. Ebenso kann dann y0 als Nullstelle
von Q1(x0, y) beziehungsweise Q2(x0, y) und z0 als Nullstelle von p(x0, y0, z) gefunden
werden.
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4 Konstruktion der Mengen S und M

Im Kapitel 3 haben wir die Sätze von Coron für den bivariaten Fall (Satz 3.2) und den
trivariaten Fall (Satz 3.4) in Abhängigkeit der Monom-Mengen S und M formuliert.
Die Mengen S und M müssen dabei die folgenden Eigenschaft haben:

E.1 Für jedes Monom µ ∈ S ist µ · p(x1, . . . , xn) definiert über M .

Für Polynome mit beliebigen Formen der Newton-Polytope erlaubt uns diese Formulie-
rung eine genauere Analyse der Schranke im Vergleich zum allgemeinen Fall, bei dem
uns die Form des Newton-Polytops nicht bekannt ist. Es genügt, die Mengen S und M
zu betrachten, die für das zu untersuchende Polynom die obige Eigenschaft E.1 erfül-
len. Die Güte der Schranken hängt dabei stark von der Konstruktion dieser Mengen
ab. Daher werden wir eine Möglichkeit der Konstruktion der Mengen S und M für das
Polynom p betrachten:

Die bivariate und die trivariate Variante des Satzes von Coron liefern uns im Wesentli-
chen eine Bedingung der Art:

XsxY syZsz < W s, (4.1)

wobei s = |S| sowie

sx =
∑

xiyjzk∈M\S
i, sy =

∑

xiyjzk∈M\S
j und sz =

∑

xiyjzk∈M\S
k

gilt.

Da wir möglichst große Schranken X, Y beziehungsweise X, Y und Z für die Nullstellen
erhalten wollen, sollte s möglichst groß werden und die Exponenten sx, sy beziehungs-
weise sx, sy und sz sollten verhältnismäßig klein bleiben.

Um dies zu erreichen, müssen wir zunächst einmal sicherstellen, dass die Menge M
nicht ”zu groß” wird im Vergleich zur Menge S. Denn die Größe der Exponenten sx, sy

beziehungsweise sx, sy und sz hängt hauptsächlich von der Größe der Menge M \ S
ab. Ist M also nicht wesentlich größer als S, so bleiben die Exponenten verhältnismäßig
klein. Die Eigenschaft, dass die Menge M nicht ”zu groß” wird, erzielen wir, indem wir
zulässige Mengen betrachten.

Definition 4.1
Es sei p(x1, . . . , xn) ein ganzzahliges Polynom in n Variablen und S und M seien end-
liche nichtleere Mengen von Monomen in den Variablen x1, . . . , xn. Das Paar (S, M)
heißt zulässig für p(x1, . . . , xn) genau dann, wenn die folgenden beiden Bedingungen
gelten:
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• Für jedes Monom µ ∈ S ist das Polynom µ · p(x1, . . . , xn) über M definiert.

• Für jedes Polynom g über M mit g(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn)p(x1, . . . , xn) für
ein Polynom f , ist f über S definiert.

Die erste Eigenschaft, welche zulässige Mengen erfüllen, ist die Eigenschaft E.1. Das
heißt, es handelt sich um die Eigenschaft, die die Mengen S und M in den Sätzen von
Coron (Satz 3.2, Satz 3.4) für das Polynom p erfüllen müssen. Sie stellt sicher, dass
die Menge M genügend groß gewählt wird, sodass alle Polynome des Gitters über M
definiert sind.

Die zweite Eigenschaft sorgt dafür, dass die Menge M nicht zu groß wird. Sie wird
eben nur so groß gewählt, dass die erste Eigenschaft erfüllt ist. Dazu benötigen wir die
Minkowski-Summe.

Die Minkowski-Summe A + B zweier Mengen A, B ⊆ Rn ist definiert als

A + B := {(a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) | (a1, . . . , an) ∈ A, (b1, . . . , bn) ∈ B} .

Wir wählen die Menge M als Minkowski-Summe der Shift-Menge S und des Newton-
Polytops N(p) des Polynoms p. Dann erfüllen die Mengen S und M :=S+N(p) offen-
sichtlich für das Polynom p die oben geforderte Eigenschaft E.1. Außerdem ist M dann
nach Konstruktion die kleinstmögliche Menge, welche für die Menge S und das Polynom
p die Eigenschaft E.1 erfüllt.

Es bleibt die Frage zu klären, wie wir S konstruieren, um bestmögliche Schranken für die
Lösungen zu erhalten. Dazu betrachten wir mehrere Mengen S, deren Form der Form
des Newton-Polytops N(p) gleicht. Die Menge S kann durch verschiedene Parameter
beschrieben werden. Auf der Grundlage von (4.1) (beziehungsweise genauer (3.1) und
(3.7)) wählen wir dann die optimalen Werte für die Parameter, sodass wir Mengen S
und M erhalten, die die Bedingungen aus Satz 3.2 beziehungsweise Satz 3.4 erfüllen
und möglichst große Schranken liefern.

4.1 Konstruktionen für den bivariaten Fall

Wir betrachten nun einige Beispiele für geometrische Formen, die das Newton-Polygon
N(p) eines bivariaten Polynoms p beschreiben.

Definition 4.2
Im Folgenden seien alle Parameter positive reelle Zahlen.

1. Mengen der Form R(a, b) := {(i, j) | 0 ≤ i ≤ a, 0 ≤ j ≤ b} heißen Rechtecke.

2. Mengen der Form LD(c, a, λ) := {(c + i, j) | 0 ≤ i ≤ a, 0 ≤ j ≤ λ(a − i)}
heißen linke untere Dreiecke.

3. Mengen der Form RD(c, a, λ) := {(i, c + j) | 0 ≤ i ≤ a, 0 ≤ j ≤ λi} heißen
rechte untere Dreiecke.
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Abbildung 4.1: Rechteck, linkes und rechtes unteres Dreieck

Mit diesen Definitionen lassen sich nun wie in [1] Konstruktionen für die Mengen S und
M angeben in Abhängigkeit von der Form des Newton-Polygons N(p) des Polynoms
p(x, y).

Konstruktion 4.3 (Rechteckskonstruktion)
Das Polynom p(x, y) habe Grad d in x und Grad λd in y. Dies bedeutet, dass das
Newton-Polygon N(p) des Polynoms p(x, y) das Rechteck R(d, λd) mit λ > 0 ist. Dann
wird die Menge S so gewählt, dass

xiyj ∈ S :⇔ (i, j) ∈ R(ℓ, γℓ),

wobei ℓ ∈ N und γ > 0 gilt. Da M als Minkowski-Summe von S und N(p) gewählt wird,
ist die Menge M folglich definiert durch

xiyj ∈ M :⇔ (i, j) ∈ R(ℓ + d, γℓ + λd).

Diese Konstruktion verwenden wir im Beweis des Ergebnisses von Coron (Satz 3.3) für
Polynome vom Grad δ in jeder Variablen. Es kann gezeigt werden, dass für γ =

√
λ

maximale Schranken X und Y erzielt werden. Hierauf möchten wir aber in dieser Arbeit
nicht näher eingehen.

Konstruktion 4.4 (Linke untere Dreieckskonstruktion)
Das Newton-Polygon N(p) des Polynoms p(x, y) sei das Dreieck LD(0, d, λ) mit λ > 0.
Dann wird die Menge S so gewählt, dass

xiyj ∈ S :⇔ (i, j) ∈ LD(0, ℓ, λ),

wobei ℓ ∈ N. Folglich ist die Menge M definiert durch

xiyj ∈ M :⇔ (i, j) ∈ LD(0, ℓ + d, λ).
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Konstruktion 4.5 (Rechte untere Dreieckskonstruktion)
Das Newton-Polygon N(p) des Polynoms p(x, y) sei das Dreieck RD(0, d, λ) mit λ > 0.
Dann wird die Menge S so gewählt, dass

xiyj ∈ S :⇔ (i, j) ∈ RD(cℓ, ℓ, λ) ∪ R(ℓ, cℓ),

wobei ℓ ∈ N. Folglich ist die Menge M definiert durch

xiyj ∈ M :⇔ (i, j) ∈ RD(cℓ, ℓ + d, λ) ∪ R(ℓ + d, cℓ).

Für diese Konstruktionen der Mengen S und M können wir zeigen, dass sie für p(x, y)
zulässig sind. Dies werden wir zunächst für jede dieser hier angebenen Konstruktionen
einzeln analog zum Beweis von Lemma 7 in [1] zeigen. Anschließend geben wir eine
allgemeine Bedingung für p(x, y), S und M an, sodass Mengen S und M , die diese
Bedingung erfüllen, zulässig sind für p(x, y).

S

M

λd

γℓ

γℓ + λd

d ℓ ℓ + d

M
Sλd

λℓ

λ(ℓ + d)

d ℓ ℓ + d

λd
cℓ

cℓ + λk

cℓ + λ(k + ℓ)

d ℓ d + ℓ

S
M

N(p)

Abbildung 4.2: Rechteckkonstruktion, linke und rechte untere Dreieckskonstruktion

Lemma 4.6
Die Rechteck-, linke untere Dreiecks- und rechte untere Dreieckskonstruktion liefern
zulässige Mengen S und M für die jeweiligen Polynome.

Beweis: Bei allen betrachteten Konstruktionen ist M als Minkowskisumme von N(p)
und S definiert. Somit erfüllen S und M für alle Konstruktionen die erste Bedingung
der Definition 4.1.

Es bleibt zu zeigen, dass S und M auch die zweite Bedingung für zulässige Mengen
erfüllen. Dazu betrachten wir jeweils ein Polynom f(x, y) =

∑
fijx

iyj , welches nicht
über S definiert ist und zeigen, dass f(x, y) · p(x, y) dann nicht über M definiert ist.

Rechteckskonstruktion:
Wir bezeichnen mit lx, ly den Grad von f(x, y) in x beziehungsweise y. Da f(x, y)
nicht über S definiert ist, gilt entweder lx > ℓ oder ly > γℓ. Diese beiden Fälle
sind symmetrisch. Wir betrachten daher nur den Fall lx > ℓ.
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Es sei j0 maximal über allen j mit flxj 6= 0. Dann ist der Koeffizient von xlx+dyj0+λd

in p(x, y) · f(x, y) von 0 verschieden. Da lx > ℓ ist, erhalten wir lx + d > ℓ+ d und
somit gilt xlx+dyj0+λd 6∈ M . Also ist f(x, y) · p(x, y) nicht über M definiert.

Linke untere Dreieckskonstruktion:
Da f(x, y) nicht über S definiert ist, gibt es mindestens ein Paar (i, j) mit fij 6= 0
und λi + j > λℓ.

Wir wählen unter allen Paaren (i, j), die fij 6= 0 und λi + j > λℓ erfüllen, das
bezüglich der lexikographischen Ordnung größte Paar (i0, j0) aus. Dann ist der
Koeffizient von xi0+dyj0 in p(x, y) ·f(x, y) von 0 verschieden. Da λi0 + j0 > λk ist,
ist λ(i0 +d)+j0 > λk+λd und somit ist xi0+dyj0 6∈ M . Folglich ist p(x, y) ·f(x, y)
nicht über M definiert.

Rechte untere Dreieckskonstruktion:
Da f(x, y) nicht über S definiert ist, gilt lx > ℓ oder j > λi + cℓ. Der Beweis
verläuft im ersten Fall analog zum Beweis der Rechteckform. Betrachten wir den
Fall j > λi + cℓ:

Wir wählen unter alle Paaren (i, j), für die gilt j > λi + cℓ und fij 6= 0, das
bezüglich der lexikographischen Ordnung größte Paar (i0, j0) aus. Dann ist der
Koeffizient von xi0+dyj0+d von 0 verschieden. Da j0 > λi0 + cℓ ist auch j0 + d >
i0 + d + cℓ, also ist xi0+dyj0+d 6∈ M . Folglich ist p(x, y) · f(x, y) nicht über M
definiert.

Somit haben wir für alle Konstruktionen gezeigt, dass die Mengen S und M für das
jeweilige Polynom p(x, y) auch die zweite Bedingung erfüllen. Also sind die so konstru-
ierten Mengen S und M zulässig für das jeweilige Polynom p(x, y).

Nun geben wir allgemein für eine größere Klasse von Polynomen eine Konstruktion
für zulässige Mengen S und M an. Dazu benötigen wir den Begriff eines x-monotonen
beziehungsweise y-monotonen Polynoms sowie den Begriff eines quasi-xy-monotonen
Polynoms.

Definition 4.7
Ein Polynom p(x, y) heißt y-monoton, wenn für (i, j0) ∈ N(p) gilt: (i, j) ∈ N(p) für
0 ≤ j ≤ j0. Analog bezeichnen wir ein Polynom als x-monoton, wenn für (i0, j) ∈ N(p)
gilt, dass (i, j) ∈ N(p) für 0 ≤ i ≤ i0 ist.

Definition 4.8
Ein Polynom p(x, y) heißt quasi-xy-monoton, wenn es

(i) ein y- und x-monotones Polynom ist oder

(ii) ein y-monotones Polynom ist, dessen Newton-Polygon dem Newton-Polygon ei-
nes x-monotonen Polynoms entspricht bis auf Spiegelung an der y-Achse und
Verschiebung in den 1. Quadranten. (vgl. Abbildung 4.3)

32



Mit diesen Definition wollen wir nun für quasi-xy-monotone Polynome, deren konstanter
Term ungleich 0 ist, ein Konstruktion für zulässige Mengen S und M angeben.

Es ist leicht nachzuprüfen, ob ein Polynom y-monoton und x-monoton ist, beziehungs-
weise ob das Newton-Polygon eines y-monotonen Polynoms nach Spiegelung an der y-
Achse und Verschiebung in der 1. Quadranten die Eigenschaften des Newton-Polygons
eines x-monotonen Polynoms erfüllt. Polynome, deren Newton-Polygon ein Rechteck
oder ein linkes unteres Dreieck ist, sind sowohl x- als auch y-monoton. Polynome, der
Newton-Polygon ein rechtes unteres Dreieck ist, sind hingegen nur y-monoton, aber ihr
Newton-Polygon lässt sich durch Spiegelung und Verschiebung in ein Newton-Polygon
eines x-monotonen Polynoms überführen. Wir bemerken dabei, dass durch die Spiege-
lung an der y-Achse und die Verschiebung in den 1. Quadranten, die Eigenschaft, der
y-Monotonie nicht verloren geht.

Newton-Polytop Spiegelung Verschiebung

Abbildung 4.3: Newton-Polynom eines quasi-xy-monotones Polynoms

Für eine solche Klasse von Polynomen gibt uns das nachfolgende Lemma eine sehr
einfach Konstruktion für zulässige Mengen S und M an.

Lemma 4.9
Es sei p(x, y) ein quasi-xy-monotones Polynom. Weiterhin sei (0, 0) ∈ N(p). Die Menge
S sei die Menge der Shiftmonome und M wird definiert als Minkowski-Summe von S
und N(p). Wenn wir S als geometrisches Objekt in der Euklidischen Ebene auffassen, ist
der Rand von S parallel zum Rand des Newton-Polygons N(p). Dann sind die Mengen
S und M zulässig für p(x, y) und S ⊂ M gilt.

Wir verallgemeinern hier das Prinzip unserer vorherigen Zulässigkeitsbeweise. Die Vor-
gehensweise des Beweises wird in Abbildung 4.4 erläutert.

Beweis: Die erste Bedingung für zulässige Mengen ist erfüllt, da die Menge M als
Minkowski-Summe von S und N(p) definiert ist.

Um zu zeigen, dass die Menge S und M auch die zweite Bedingung für zulässige Mengen
erfüllen, betrachten wir ein Polynom f(x, y) =

∑
fijx

iyj , welches nicht über S definiert
ist. Wir zeigen, dass dann p(x, y) · f(x, y) nicht über M definiert ist.
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Wir wählen das bezüglich der lexikographischen Ordnung größte Paar (i0, j0) unter allen
Paaren (i, j), für die xiyj 6∈ S und fij 6= 0 gilt. Weiterhin sei (ip, jp) das bezüglich der
lexikographischen Ordnung größte Paar in N(p).

Dann ist der Koeffizient von xi0+ipyj0+jp des Polynoms p(x, y)·f(x, y) von 0 verschieden.
Denn es gibt keine weiteres Monom in f , welches multipiliziert mit einen Monom aus
p das Monom xi0+ipyj0+jp ergibt. Dies folgt aus der Parallelität des Randes der Menge
S und des Randes des Newton-Polygons N(p) sowie aus der quasi-xy-Monotonie des
Polynoms p(x, y). Somit tritt der Fall der Annihilation des Koeffizienten von xi0+ipyj0+jp

im Polynom f(x, y) · p(x, y) nicht ein.

Wir wollen nun zeigen, dass xi0+ipyj0+jp 6∈ M gilt, da xi0yj0 6∈ S ist. Im Fall, dass das
Polynom p(x, y) bereits x- und y-monoton ist, ist offensichtlich, dass xi0+ipyj0+jp 6∈ M
ist. Denn der Abstand des Punktes (i0, j0) zur Menge S, wobei wir S als geometri-
sches Objekt in der Euklidischen Ebene auffassen, ist gleich dem Abstand des Punktes
(i0+ip, j0+jp) zur Menge M . Dies ergibt sich aus der Parallelität des Randes der Menge
S und M sowie des Randes des Newton-Polygons N(p) und der Wahl von (ip, jp). Dies
ist im zweiten Teil der Abbildung 4.4 illustiert.

N(p)

S

M

b
(i0, j0)

b

(i0 + ip, j0 + jp)

b

(ip, jp)

N(p)

S

M

b
(i0, j0)

b

(i0 + ip, j0 + jp)

b

(ip, jp)

Abbildung 4.4: Illustration der Vorgehensweise im Beweis des Lemmas 4.9

Betrachten wir den Fall, dass das Polynom p(x, y) quasi-xy-monoton mit den Eigen-
schaften (ii) der Definition 4.8 ist. Dann stellt diese Bedingung (ii) sicher, dass (ip, jp)
genügend groß ist, sodass xi0+ipyj0+jp 6∈ M gilt. Die Bedingung (ii) gewährleistet,
dass wir ebenso wie im ersten Fall den gleichen Abstand zwischen (i0, j0) und S sowie
zwischen (i0 + ip, j0 + jp) und M erhalten. Dies ist im ersten Teil der Abbildung 4.4
illustiert.

Somit ist p(x, y) · f(x, y) nicht über M definiert.

Aus der Definition von M und aus (0, 0) ∈ N(p) folgt, dass S ⊂ M gilt.
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4.2 Konstruktionen für den bivariaten modularen Fall

Das Ziel dieser Arbeit ist, den bivariaten modularen Fall als Spezialfall des trivaria-
ten ganzzahligen Falls darzustellen. Daher befassen wir uns im Rest dieses Abschnitts
ausschließlich mit diesen Fällen. Wir betrachten f(y, z) ≡ 0 modulo einer zusammenge-
setzten ganzen Zahl N als trivariaten ganzzahligen Fall p(x, y, z) := fN (y, z)−Nx = 0,
wobei fN (y, z) := f(y, z) mod N ist. Offensichtlich ist, dass die Form des Newton-
Polytops N(p) von p(x, y, z) im wesentlichen von der Form des Newton-Polygons N(f)
von f(y, z) abhängt. Dabei gehen wir davon aus, dass N die Koeffizienten von f(y, z)
nicht teilt.

Wir betrachten Mengen S und M , von denen gezeigt werden kann, dass sie zulässig für
p(x, y, z) sind. Die Konstruktion dieser Mengen hängt dabei von der jeweiligen Form
des Newton-Polygons des bivariaten Polynoms f(y, z) ab. In den Zulässigkeitsbeweise
betrachten wir stets ein Polynom g, welches nicht über S definiert ist, und zeigen, dass
dann g(x, y, z) · p(x, y, z) nicht über M definiert ist. Dies beweist, dass die Mengen S
und M die zweite Zulässigkeitsbedingung für p(x, y, z) erfüllen. Die erste Bedingung
ergibt sich aus der Definition der Menge M als Minkowski-Summe von S und N(p).

Konstruktion 4.10 (Modulare Reckteckform)
Angenommen das Newton-Polygon N(f) des Polynoms f(y, z) ist das Rechteck R(δ, λδ)
mit λ > 0. Dann ist das Newton-Polytop N(p) von p(x, y, z) = fN (y, z) − Nx, wobei
fN (y, z) := f(y, z) mod N ist, von der Form

N(p) := conv
{
(i, j, k) ∈ N3 | 0 ≤ i ≤ 1, 0 ≤ j ≤ δ(1 − i), 0 ≤ k ≤ λδ(1 − i)

}
.

Dann definieren wir die Menge S wie folgt

S :=
{

xiyjzk | 0 ≤ i ≤ ℓ, 0 ≤ j ≤ δ(ℓ − i), 0 ≤ k ≤ λδ(ℓ − i) + ηℓ
}

.

Dabei ist ℓ ∈ N und η ≥ 0 mit ℓη ∈ N. Entsprechend ist dann die Menge M definiert
als Minkowski-Summe von S und N(p):

M :=
{

xiyjzk | 0 ≤ i ≤ ℓ + 1, 0 ≤ j ≤ δ((ℓ + 1) − i), 0 ≤ k ≤ λδ((ℓ + 1) − i) + ηℓ
}

.

Die Parameter ℓ und η werden später zur Optimierung der Schranken verwendet.

Lemma 4.11
Die Mengen S und M , die mit Hilfe der modularen Rechteckskonstruktion bestimmt
werden, sind zulässig für ein Polynom p(x, y, z) = fN (y, z) − Nx, wenn das Newton-
Polygon N(fN ) Rechteckform hat.

Beweis: Die Menge M ist die Minkowski-Summe von S und N(p). Daher erfüllen S
und M die erste Bedingung der Definition 4.1 für zulässige Mengen.

Um zu zeigen, dass S und M auch die zweite Bedingung erfüllen, wird ein Polynom
g(x, y, z) =

∑
gijkx

iyjzk betrachtet, welches nicht über S definiert ist, und es wird
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Abbildung 4.5: Modulare Rechteckkonstruktion

gezeigt, dass p(x, y, z) · g(x, y, z) nicht über M definiert ist. Wir bezeichnen mit lx, ly
und lz den Grad von g in x, y und z. Da g nicht über S definiert ist, gilt

1. lx > ℓ oder ly > δℓ oder lz > λδℓ + ηℓ

oder

2. δi + j > δℓ oder δi + k > λδℓ + ηℓ.

Da die Fälle in 1. und 2. jeweils symmetrisch sind, genügt es jeweils einen dieser Fälle
zu betrachten.

1. Es sei lz > λδℓ + ηℓ.
Es sei (i0, j0) das Paar, für das j0 maximal ist unter allen j mit gijlz 6= 0 . Dann
ist der Koeffizient von xi0yj0+δzlz+λδ in g(x, y, z) · p(x, y, z) von 0 verschieden. Da
lz > λδℓ + ηℓ ist, ist lz + λδ > λδ(ℓ + 1) + ηℓ und xi0yj0+δzlz+λδ 6∈ M .

2. Es sei δi + k > λδℓ + ηℓ, wobei i ≤ ℓ und k ≤ λδℓ + ηℓ gilt.
Es sei m := max{δi + k | δi + k > λδℓ + ηℓ ∧ gijk 6= 0}. Wir wählen unter allen
Tripeln (i, j, k), die δi + k = m und gijk 6= 0 erfüllen, denjenigen mit maximalem
j aus. Dann ist der Koeffizient von xiyj+δzk+λδ in g(x, y, z) · p(x, y, z) von 0
verschieden. Da δi + k > λδℓ + ηℓ ist, ist δi + k + λδ > δ(ℓ + 1) + ηℓ. Daher ist
xiyj+δzk+λδ 6∈ M .

Also ist g(x, y, z)p(x, y, z) nicht über M definiert.
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Konstruktion 4.12 (Modulare linke untere Dreiecksform)
Das Newton-Polygon N(f) des Polynoms f(y, z) sei das linke untere Dreieck LD(0, δ, λ)
mit λ > 0. Dann ist das Newton-Polytop N(p) von p(x, y, z) = fN (y, z) − Nx, wobei
fN (y, z) := f(y, z) mod N ist, von der Form

N(p) := conv
{
(i, j, k) ∈ N3 | 0 ≤ i ≤ 1, 0 ≤ j ≤ δ(1 − i), 0 ≤ k ≤ λδ(1 − i) − λj

}
.

Dann definieren wir die Menge S wie folgt

S :=
{

xiyjzk | 0 ≤ i ≤ ℓ, 0 ≤ j ≤ δ(ℓ − i), 0 ≤ k ≤ λ(δ(ℓ − i) − j)
}

.

Dabei ist ℓ ∈ N. Entsprechend ist dann die Menge M definiert durch

M :=
{

xiyjzk | 0 ≤ i ≤ ℓ + 1, 0 ≤ j ≤ δ((ℓ + 1) − i), 0 ≤ k ≤ λ(δ((ℓ + 1) − i) − j)
}

.

Der Parameter ℓ wird später zur Optimierung der Schranken verwendet.
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Abbildung 4.6: Modulare linke untere Dreiecksform

Lemma 4.13
Die Mengen S und M , welche mit Hilfe der modularen linken unteren Dreieckskonstruk-
tion bestimmt werden, sind zulässig für ein Polynom p(x, y, z) = fN (y, z) − Nx, wenn
das Newton-Polygon N(fN ) linke untere Dreiecksform hat.

Beweis: Da M als Minkowski-Summe von S und N(p) definiert ist, ist die erste Bedin-
gung der Definition für zulässige Mengen erfüllt.
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Um zu zeigen, dass die Mengen S und M auch die zweite Bedingung erfüllen, wird
ein Polynom g(x, y, z) =

∑
gijkx

iyjzk betrachtet, welches nicht über S definiert ist. Es
wird gezeigt, dass g(x, y, z) · p(x, y, z) nicht über M definiert ist.

Da g(x, y, z) nicht über der Menge S definiert ist, gibt es mindestens ein Monom xiyjzk

mit λδi+λj+k > λδl. Es sei lxyz = max {λδi + λj + k | λδi + λj + k > λδℓ ∧ gijk 6= 0}.
Wir wählen nun unter allen Tripeln (i, j, k), die λδi + λj + k = lxyz und gijk 6= 0
erfüllen, den Exponenten aus, mit maximalen j aus. Existieren mehrere Exponente,
die dieser Bedingung genügen, wählen wir unter ihnen den lexikographisch größten.
Wir bezeichnen diesen Exponenten mit (i0, j0, k0). Der Koeffizient von xi0yj0+δzk0

in f(x, y, z) · p(x, y, z) ist von 0 verschieden. Nach Wahl des Tripels (i0, j0, k0) gilt
λδi0 + λj0 + k0 > λδl, daher ist λδi0 + λ(j0 + δ) + k0+ > λδℓ + λδ = λδ(ℓ + 1). Das
bedeutet, dass f(x, y, z) · p(x, y, z) nicht über M definiert ist.

Konstruktion 4.14 (Modulare rechte untere Dreiecksform)
Das Newton-Polygon N(f) des Polynoms f(y, z) sei das rechte untere Dreieck RD(0, δ, λ)
mit λ > 0. Dann ist das Newton-Polytop N(p) von p(x, y, z) = fN (y, z) − Nx, wobei
fN (y, z) := f(y, z) mod N ist, von der Form

N(p) := conv
{
(i, j, k) ∈ N3 | 0 ≤ i ≤ 1, 0 ≤ j ≤ δ(1 − i), 0 ≤ k ≤ λδj

}
.

Dann definieren wir die Menge S wie folgt

S :=
{

xiyjzk | 0 ≤ i ≤ ℓ, 0 ≤ j ≤ δ(ℓ − i), 0 ≤ k ≤ λj + ηℓ
}

.

Dabei ist ℓ ∈ N und η > 0 mit ℓη ∈ N. Entsprechend ist dann die Menge M definiert
durch

M :=
{

xiyjzk | 0 ≤ i ≤ ℓ + 1, 0 ≤ j ≤ δ((ℓ + 1) − i), 0 ≤ k ≤ λj + ηℓ
}

.

Die Parameter ℓ und η werden später zur Optimierung der Schranken verwendet.

Lemma 4.15
Die Mengen S und M , die mit der modularen rechten unteren Dreieckskonstruktion
bestimmt werden, sind zulässig für ein Polynom p(x, y, z) = fN (y, z) − Nx, wenn das
Newton-Polygon N(fN ) rechte untere Dreiecksform hat.

Beweis: Die erste Bedingung für zulässige Mengen ist erfüllt, da M als Minkowski-
Summe von S und N(p) definiert ist. Um die zweite Bedingung zu zeigen, betrachten
wir ein Polynom g(x, y, z), welches nicht über S definiert ist, und zeigen, dass g(x, y, z) ·
p(x, y, z) nicht über M definiert ist.

Da g(x, y, z) nicht über S definiert ist, gibt es mindestens ein Tripel (i, j, k) mit gijk 6= 0
und δi + j > δℓ oder k > λj + ηℓ.

Der Fall δi + j > δℓ verläuft analog zum modularen Rechteckfall.
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Legende:

M

S

N(p)

1
ℓ

ℓ + 1

δ δℓ δ(ℓ + 1)

η λδ

λδℓ + ηℓ

λδ(ℓ + 1) + ηℓ

x

y

z

Abbildung 4.7: Modulare rechte untere Dreiecksform

Es sei also k > λj + ηℓ.

Bei der nun verwendeten lexikographischen Ordnung nehmen wir an, dass j ≤ k ≤ i
gilt. Dies bedeutet, dass (i, j, k) lexikographisch größer ist als (i′, j′, k′), wenn das erste
von 0 verschiedene Element in (j, k, i) − (j′, k′, i′) negativ ist.

Wir wählen das bezüglich der lexikographischen Ordnung größte Tripel (i, j, k), das
gijk 6= 0 und k > λj + ηℓ erfüllt, und bezeichnen es mit (i0, j0, k0). Dann ist der
Koeffizient von xi0yj0+δzk0+λδ in p(x, y, z)·g(x, y, z) von 0 verschieden. Da k0 > λj0+ηℓ
ist, ist auch k0 + λδ > λj0 + λδ + ηℓ. Also ist xi0yj0+δzk0+λδ 6∈ M und somit ist
p(x, y, z) · g(x, y, z) nicht über M definiert.

Ähnlich wie im Lemma 4.9 lässt sich für eine allgemeinere Klasse von bivariaten modula-
ren Polynomen ein Konstruktion für zulässige Mengen S und M angeben. Diese Klasse
beinhaltet die modulare Rechteckkonstruktion und die modulare linke untere Dreiecks-
konstruktion, jedoch nicht die modulare rechte untere Dreieckskonstruktion. Da der
Beweis jedoch sehr technisch ist, möchten wir an dieser Stelle darauf verzichten.

Wir haben in diesem Abschnitt mögliche Konstruktionen für die Mengen S und M für
bestimmte Formen des Newton-Polygons eines bivariaten modularen Polynoms angege-
ben, wobei wir das bivariate modulare Polynom als trivariates ganzzahliges Polynom be-
trachten. Für diese Konstruktionen haben wir gezeigt, dass sie zulässige Mengen liefern.
Mit Hilfe dieser Konstruktionen können wir nun im folgenden Kapitel die Schranken
für die Nullstellen bivariater modularer Polynomen maximieren.
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5 Der bivariate modulare Fall als

Spezialfall des trivariaten

ganzzahligen Falls

In diesem Abschnitt wird untersucht, ob sich der bivariate modulare Fall mit den Me-
thoden von Blömer und May [1] als Spezialfall auf den trivariaten ganzzahligen Fall
zurückführen lässt. Zur genaueren Analyse der Schranken für Polynome einer bestimm-
ten Form ist keine Gittertheorie mehr notwendig. Wir benutzen den trivariaten Fall des
Satzes von Coron (Satz 3.4) als Blackbox und beschränken uns auf die Optimierung der
Monom-Mengen S und M .

Wie bereits in Kapitel 4 erwähnt, betrachten wir parametrisierte Mengen S und M . Mit
Hilfe der Bedingung für die Schranken der Nullstellen ganzzahliger trivariater Polynome
(3.7) ermitteln wir die optimalen Werte für diese Parameter. Diese Optimierung werden
wir in diesem Kapitel nicht explizit ausführen, sondern wir zeigen lediglich, welche
Schranken wir mit den optimalen Parameterwerten erhalten.

5.1 Die linke untere Dreiecksform

Zunächst werden bivariate Polynome vom totalen Grad δ betrachtet. Das heißt, wir
betrachten Polynome, deren Newton-Polygon ein linkes unteres Dreieck bildet.

Satz 5.1
Es sei f(y, z) ∈ Z[y, z] ein irreduzibles Polynom vom totalen Grad δ. Ferner seien Y
und Z natürliche Zahlen, welche der Bedingung

Y Z < 2−
(

25 δ
24 ε3 + O

(
δ
ε2

))

· N
1
δ −O (ε)

für ein ε ∈ (0, 1] genügen. Dann können alle Paare (y0, z0) ∈ Z2, die

f(y0, z0) ≡ 0 mod N mit |y0| ≤ Y, |z0| ≤ Z

erfüllen, in Zeit polynomiell in log N und δ gefunden werden.

Beweis: Wir betrachten den bivariaten modularen Fall

f(y, z) ≡ 0 mod N
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als trivariaten Fall
p(x, y, z) := fN (y, z) − N x = 0

über Z, wobei fN (y, z) := f(y, z) mod N .

Da das Newton-Polygon des Polynoms fN (y, z) ein linkes unteres Dreieck ist, wenden
wir die Konstruktion 4.12 mit λ = 1 an und erhalten die Mengen

S :=
{

xiyjzk | 0 ≤ i ≤ ℓ, 0 ≤ j ≤ δ (ℓ − i), 0 ≤ k ≤ δ (ℓ − i) − j
}

und

M :=
{

xiyjzk | 0 ≤ i ≤ ℓ + 1, 0 ≤ j ≤ δ (ℓ + 1 − i), 0 ≤ k ≤ δ (ℓ + 1 − i) − j
}

.

Der Parameter ℓ wird später in Abhängigkeit von ε gewählt und beeinflusst so die Güte
der Schranken. Die Mengen S und M sind nach Lemma 4.13 zulässig für p(x, y, z) und
der Satz 3.4 ist anwendbar.

Wir setzen τ = γ = δ. Dann liefern die Formeln für sx, sy, sz, s, m und ω:

sx =
(ℓ + 1)(2 δ2 ℓ2 + δ2 ℓ + 9 δ ℓ + 12)

12

=
δ2 ℓ3

6

(

1 + O
(

1

ℓ

))

,

sy = sz

=
δ(ℓ + 1)(δ ℓ + δ + 2)(δ ℓ + δ + 1)

6

=
δ3 ℓ3

6

(

1 + O
(

1

ℓ

))

und

s =
(ℓ + 1)(2 δ2 ℓ2 + δ2 ℓ + 9 δ ℓ + 12)

12
,

m =
(ℓ + 2)(2 δ2 ℓ2 + 5 δ2ℓ + 9 δ ℓ + 12 + 3 δ2 + 9 δ)

12
,

ω = (ℓ + 2)(δ + δ ℓ + 1)2.

Außerdem gilt s − 1 ≥ δ2 ℓ3

6 . Die Anwendung des Satzes 3.4 mit den oben genannten
Abschätzungen für sx, sy, sz, s, m und ω liefert die folgende Bedingung:

X
δ2 ℓ3

6 (1+O( 1
ℓ ))(Y Z)

δ3 ℓ3

6 (1+O( 1
ℓ )) < 2−

m (4 ω+m+3)
4 W

δ2 ℓ3

6 .

Dies impliziert die Schranke

X(Y Z)δ < 2
− 6 m (4 ω+m+3)

4 δ2 ℓ3 (1+O(1/ℓ)) W
1

1+O(1/ℓ) .
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Wir beobachten, dass für x > 0 gilt: 1
1+x ≥ 1 − x. Daher kann der Exponent von W

durch 1 −O
(

1
ℓ

)
abgeschätzt werden. Dies führt zu der Bedingung

X(Y Z)δ < 2−
6 m (4 ω+m+3)

4 δ2 ℓ3 (1−O( 1
l ))W 1−O( 1

ℓ ).

Da wir f(y, z) modulo N reduzieren, können wir x0 folgendermaßen abschätzen:

|x0| ≤ |fN (y0, z0)|
N

≤
δ∑

j=0

δ−j
∑

k=0

Y jZk

<
(δ + 1)(δ + 2)

2
Y δ Zδ.

Setzen wir nun X = (δ+1)(δ+2)
2 Y δ Zδ, dann gilt W = ‖p(xX, yY, zY )‖∞ = NX. Diese

Beobachtungen führen auf die folgende Schranke:

(Y Z)δ < 2−
6 m (4 ω+m+3)

4 δ2 ℓ3 (1−O( 1
l )) N1−O( 1

l ) X−O( 1
l ). (5.1)

Nun setzen wir X = (δ+1)(δ+2)
2 Y δ Zδ in (5.1) ein und erhalten so die Bedingung

(Y Z)δ < 2−
6 m (4 ω+m+3)

4 δ2 ℓ3 (1−O( 1
l )) N1−O( 1

l )
((δ + 1)(δ + 2)

2
(Y Z)δ

)−O( 1
l )

.

Weiterhin gilt Y ≤ N und Z ≤ N , da es sich hierbei um Schranken für die Nullstellen
eines modularen Polynoms handelt. Damit ergibt sich die Bedingung:

(Y Z)δ < 2−
6 m (4 ω+m+3)

4 δ2 ℓ3 (1−O( 1
l ))
((δ + 1)(δ + 2)

2

)−O( 1
l )

N N−O
(

δ
l

)

. (5.2)

Indem wir die Terme 2−
6 m (4 ω+m+3)

4 δ2 ℓ3
(1−O( 1

l ) und
(

(δ+1)(δ+2)
2

)−O
(

1
l

)

zusammenfassen

und beide Seiten der Ungleichung (5.2) mit 1/δ potenzieren, erhalten wir

Y Z < 2
−
(

25 δ ℓ3

24 + O
(
δ ℓ2
))

N
1
δ −O

(
1
ℓ

)

. (5.3)

Die ausführliche Abschätzung des Exponenten von 2 wird im Anhang B.1 angegeben.
Wird ℓ = ⌊1/ε⌋ gesetzt, liefert (5.3) die gewünschte Abschätzung

Y Z < 2−
(

25 δ
24 ε3 + O

(
δ
ε2

))

N
1
δ −O(ε). (5.4)

Für die Schranken Y und Z, die (5.4) erfüllen, erhalten wir laut Satz 3.4 einen Algorith-
mus zur Bestimmung der Nullstellen ganzzahliger modularer Polynomialgleichungen mit
Laufzeit polynomiell in (log W, m). Da m als Polynom in δ und 1/ε aufgefasst werden
kann, hat der Algorithmus polynomielle Laufzeit in (log W, δ, 1/ε).
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Es bleibt zu zeigen, dass log W polynomiell in log N ist. Da Y und Z Schranken für die
Nullstellen eines bivariaten Polynoms modulo N sind, gilt Y, Z ≤ N . Außerdem gilt,
wie bereits beobachtet, X = (δ+1)(δ+2)

2 Y δ Zδ und

W = X N =
(δ + 1)(δ + 2)

2
Y δ Zδ ≤ (δ + 1)(δ + 2)

2
N2.

Somit ist W polynomiell in N . Für ein festes ε > 0 ist die Laufzeit daher polynomiell
in (log N, δ).

5.2 Die Rechteckform

Im Folgenden richtet sich das Augenmerk auf bivariate Polynome vom Grad δ in den
Variablen y und z. Das sind Polynome, deren Newton-Polygon Rechteckform besitzt.

Die Maximierung der Schranken Y und Z für die Nullstellen eines bivariaten ganzzah-
ligen Polynoms, welche in Polynomialzeit berechnet werden können, verläuft analog zu
Satz 5.1.

Satz 5.2
Es sei f(y, z) ∈ Z[y, z] ein Polynom vom Grad δ in y und z. Ferner seien Y und Z
natürliche Zahlen, welche für ein ε ∈ (0, 1]

Y Z < 2−
(

δ
ε3 + O

(
δ
ε2

))

N
2
3 δ −O (ε)

füllen. Dann können alle Paare (y0, z0) ∈ Z2, für die

f(x0, y0) ≡ 0 mit |y0| ≤ Y, |z0| ≤ Z

gilt, in Zeit polynomiell in log N und δ gefunden werden.

Beweis: Die bivariate modulare Gleichung

f(y, z) ≡ 0 mod N

wird als trivariate Polynomialgleichung

p(x, y, z) := fN (y, z) − Nx = 0

über Z aufgefasst, wobei fN (y, z) := f(y, z) mod N . Das Newton-Polygon von f(y, z)
ist ein Rechteck. Somit kann Konstruktion 4.10 mit λ = 1 und η = 0 angewendet werden
und wir erhalten die Mengen

S :=
{

xiyjzk | 0 ≤ i ≤ ℓ, 0 ≤ j ≤ δ (ℓ − i), 0 ≤ k ≤ δ (ℓ − i)
}

und

M :=
{

xiyjzk | 0 ≤ i ≤ ℓ + 1, 0 ≤ j ≤ δ (ℓ + 1 − i), 0 ≤ k ≤ δ (ℓ + 1 − i)
}

.
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Der Parameter ℓ wird später in Abhängigkeit von ε gewählt und die Wahl des Parame-
ters η = 0 vereinfacht die folgenden Abschätzungen. Laut Lemma 4.11 sind S und M
zulässig für p(x, y, z). Damit ist Satz 3.4 anwendbar mit τ = γ = δ. Dies liefert mit den
Formeln für sx, sy, sz, s, m und ω:

sx =
(ℓ + 1)(2 δ2 ℓ2 + δ2 ℓ + 6 δ ℓ + 6)

6

=
δ2 ℓ3

3

(

1 + O
(

1

ℓ

))

,

sy = sz

=
δ (ℓ + 1)(δ ℓ + δ + 1)2

2

=
δ3 ℓ3

2

(

1 + O
(

1

ℓ

))

sowie

s =
(ℓ + 1)(2 δ2 ℓ2 + δ2 ℓ + 6 δ ℓ + 6)

6
,

m =
(ℓ + 2)(2 δ2 ℓ2 + 5 δ2 ℓ + 6 δ ℓ + 6 + 2 δ2 + 6 δ)

6
ω = (ℓ + 2)(δ + δ ℓ + 1)2.

Außerdem gilt s−1 ≥ δ2 ℓ3

3 . Nun wenden wir Satz 3.4 mit den oben genannten Abschät-
zungen für sx, sy, sz, s, m und ω an. Somit erhalten wir die folgende Bedingung:

X
δ2 ℓ3

3 (1+O( 1
ℓ ))(Y Z)

δ3 ℓ3

2 (1+O( 1
ℓ )) < 2−

m (4 ω+m+3)
4 W

δ2 ℓ3

3 .

Dies führt auf die Schranke

X2(Y Z)3δ < 2
− 6 m (4 ω+m+3)

4 δ2 ℓ3(1+O(1/ℓ)) W
2

1+O(1/ℓ) .

Wie im Beweis von Satz 5.1 kann der Exponent von W durch 2 − O
(

1
ℓ

)
abgeschätzt

werden, was die folgende Bedingung liefert:

X2(Y Z)3δ < 2−
6 m(4 ω+m+3)

4 δ2 ℓ3 (1−O( 1
ℓ )) W 2−O( 1

ℓ ).

Da wir das Polynom f(y, z) modulo N reduzieren, können wir x0 folgendermaßen ab-
schätzen:

|x0| ≤ |fN (y0, z0)|
N

≤
δ∑

j=0

δ∑

k=0

Y jZk

≤ (δ + 1)2 · Y δ Zδ.
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Wir setzen X = (δ + 1)2 · Y δ Zδ, dann gilt W = NX. Damit ergibt sich die Schranke:

(Y Z)3δ < 2−
6 m (4 ω+m+3)

4 δ2 ℓ3 (1−O( 1
ℓ ))N2−O( 1

l )X−O( 1
l ). (5.5)

Mit X = (δ + 1)2 · Y δ Zδ erhalten wir aus (5.5) die Bedingung

(Y Z)3δ < 2−
6 m (4 ω+m+3)

4 δ2 ℓ3 (1−O( 1
ℓ )) N2−O( 1

l )
(

(δ + 1)2 · Y δZδ
)−O( 1

l )
.

Weiterhin gilt Y, Z ≤ N , da es Schranken für die Nullstellen eines modularen Polynoms
sind. Das impliziert die Schranke

(Y Z)3δ < 2−(3 δ2 ℓ3+O(δ2 ℓ2))) N2−O( δ
ℓ ),

woraus sich

Y Z < 2−(δ ℓ3+O(δ ℓ2)) N
2
3 δ−O( 1

ℓ ) (5.6)

ergibt. Die Abschätzung für den Exponenten von 2 kann im Anhang B.2 nachgelesen
werden. Wir setzen nun in (5.6) ℓ = ⌊1/ε⌋. Dann erhalten wir die gewünschte Abschät-
zung

Y Z < 2−
(

δ
ε3 + O

(
δ
ε2

))

N
2
3 δ−O(ε). (5.7)

Für Schranken Y und Z, die (5.7) erfüllen, liefert dies einen Algorithmus zur Bestim-
mung von Nullstellen ganzzahliger modularer Polynome mit Laufzeit polynomiell in
(log W, δ, 1/ε), da m als Polynom in δ und 1/ε aufgefasst werden kann. Es gilt

W = ‖p(x, y, z)‖∞ = NX = N(δ + 1)2(Y Z)δ ≤ (δ + 1)2N2 δ+1,

somit ist
log W ≤ 2 log(δ + 1) + (2 δ + 1) log N.

Da log W also polynomiell in log N ist, ist die Laufzeit des Algorithmus für ein festes
ε > 0 polynomiell in (log N, δ).

Diese Ergebnis lässt sich noch verbessern, wenn wir nähere Informationen über die
Größenordnung der Schranken Y und Z der Nullstellen besitzen. Da Y und Z Schran-
ken für die Nullstellen eines modularen Polynoms sind, wissen wir, dass Y = Nα und
Z = Nβ für α, β ∈ (0, 1) gilt. Stehen nun α und β und somit Y und Z im Verhältnis
α + 2β ≤ 1

δ zueinander, vergrößern wir die Menge S und somit das Gitter L durch
zusätzliche z-Shifts. Wir erzielen bessere Schranken, da die Determinante der Basis-
matrix verhältnismäßig klein bleibt, während s vergrößert wird. Durch die Bedingung
α + 2β ≤ 1

δ stellen wir sicher, dass wir bei der Optimierung einen positiven Parameter-
wert erhalten. Dies wird im Beweis an der entsprechenden Stelle erwähnt werden. Für
einen negativen Parameterwert erhalten wir ein Ergebnis, welches analog zur Vergröße-
rung der Menge S durch zusätzliche y-Shifts ist (vgl. Satz 5.4).
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Satz 5.3
Es sei f(y, z) ein irreduzibles bivariates ganzzahliges Polynom vom Grad δ in y und z.
Weiter seien Y, Z ganze Zahlen, wobei Y = Nα, Z = Nβ für α, β ∈ (0, 1) und

α + 2β ≤ 1

δ
(5.8)

gilt. Falls Y und Z für ein ε ∈ (0, 1] die Bedingung

Nα (6−3 α δ)+4 β < 2
−
(

13 (α δ−1)2

6 β ε3 + O
(

(α2+β) δ2+1
β ε2

))

N
3
δ−O(−α δ−2β δ+1)ε)

erfüllen, können alle Paare (y0, z0) ∈ Z2 mit

f(y0, z0) ≡ 0 mod N für |y0| ≤ Y, |z0| ≤ Z

in Zeit polynomiell in log N und δ gefunden werden.

Beweis: Erneut wird der bivariate modulare Fall

f(y, z) ≡ 0 mod N

als trivariater ganzzahliger Fall

p(x, y, z) := fN (y, z) − Nx = 0

mit fN (y, z) := f(y, z) mod N aufgefasst. Für die Schranken Y = Nα und Z = Nβ gilt
α + 2β ≤ 1

δ . Daher wird die ursprüngliche Menge der Shiftpolynome durch zusätzliche
z-Shifts vergrößert. Durch Anwendung der Konstruktion 4.10 mit λ = 1 erhalten wir
die Mengen

S :=
{

xiyjzk | 0 ≤ i ≤ ℓ, 0 ≤ j ≤ δ(ℓ − i), 0 ≤ k ≤ δ(ℓ − i) + ηℓ
}

für η > 0 und

M :=
{

xiyjzk | 0 ≤ i ≤ ℓ + 1, 0 ≤ j ≤ δ(ℓ + 1 − i), 0 ≤ k ≤ δ(ℓ + 1 − i) + ηℓ
}

.

Der Parameter η wird später zur Maximierung der Schranken benötigt. Da wir wissen,
dass Y = Nα und Z = Nβ gilt, können wir diesen Parameter optimieren und später
den optimalen Wert für η in unsere Schranken einsetzen.

Die Mengen S und M sind zulässig für p(x, y, z). Damit ist der Satz 3.4 mit τ = δ und

46



γ = δ + η anwendbar und liefert die folgenden Formeln für sx, sy, sz, s, m und ω:

sx =
(ℓ + 1)(2 δ2 ℓ2 + δ2 ℓ + 6 δ ℓ + 6 + 6 η ℓ + 3 δ η ℓ2)

6

=
(3 η + 2 δ) δ ℓ3

6

(

1 + O
(

1

ℓ

))

,

sy =
δ (ℓ + 1)(δ ℓ + δ + 1)(δ ℓ + δ + η ℓ + 1)

2

=
(δ + η) δ2 ℓ3

2

(

1 + O
(

1

ℓ

))

,

sz =
(δ + η ℓ + δ ℓ)(δ ℓ + δ + 1)(δ ℓ + δ + η ℓ + 1)

2

=
(δ2 + η2 + 2 δ η) δ ℓ3

2

(

1 + O
(

1

ℓ

))

und

s =
(ℓ + 1)(2 δ2 ℓ2 + δ2 ℓ + 6 δ ℓ + 6 + 6 η ℓ + 3 δ η ℓ2)

6
,

m =
(ℓ + 2)(2 δ2 ℓ2 + 5 δ2 ℓ + 3 δ η ℓ2 + 6 δ ℓ + 6 + 3 δ2 + 6 δ + 3 δ η ℓ + 6 η ℓ)

6
,

ω = (ℓ + 2)(δ + δ ℓ + 1)(δ + (δ + η) ℓ + 1).

Weiterhin gilt s − 1 ≥ (3 η+2 δ) δ l3

6 . Satz 3.4 liefert dann mit den obigen Abschätzungen
die Bedingung:

X
(3 η+2 δ) δ ℓ3

6 (1+O( 1
ℓ ))Y

(δ+η) δ2 ℓ3

2 (1+O( 1
ℓ ))Z

(δ2+η2+2δ η) δ ℓ3

2 (1+O( 1
ℓ ))

< 2−
m (4 ω+m+3)

4 W
(3 η+2 δ) δ ℓ3

6 .

Dies impliziert die Schranke

X(3 η+2 δ)Y 3 (δ+η) δZ3 (δ2+η2+2 δ η) < 2
− 3 m (4 ω+m+3)

2 δ ℓ3(1+O(1/ℓ)) W
(3 η+2 δ)
1+O(1/ℓ) .

Auch hier kann der Exponent von W wieder wie im Beweis von Satz 5.1 durch
(3 η + 2 δ)(1 −O(1/ℓ)) abgeschätzt werden, was auf die Bedingung

X(3 η+2 δ)Y 3 (δ+η) δZ3 (δ2+η2+2 δ η) < 2−
3 m (4 ω+m+3)

2 δ ℓ3 (1−O( 1
ℓ )) W (3 η+2 δ)(1−O( 1

ℓ ))

führt. Wie in Satz 5.2 gilt auch hier X = (δ + 1)2 · Y δ Zδ und W = NX, da die Form
des Newton-Polytops des betrachteten Polynoms sich nicht verändert hat. Mit diesen
Schranken erhalten wir analog zu Satz 5.2 die Bedingung

Y 3 (δ+η) δZ3 (δ2+η2+2 δ η) < 2−
3 m (4 ω+m+3)

2 δ ℓ3 (1−O( 1
ℓ )) N (3 η+2 δ)(1−O( 1

ℓ ))

· X−(3 η+2 δ)O( 1
ℓ ).
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Da X = (δ + 1)2(Y Z)δ und Y, Z ≤ N gilt, ergibt sich die Schranke

Y 3 (δ+η) δZ3 (δ2+η2+2 δ η) < 2
−3 m (4 ω+m+3)

2 δ ℓ3 (1−O( 1
ℓ ))−(2 δ+3 η)O

(
log(δ)

ℓ

)

N (3 η+2 δ)(1−O( δ
ℓ )).

Wir setzen Y = Nα, Z = Nβ und η = −α δ+2 β δ−1
2 β . Wegen (5.8) ist η ≥ 0. So erhalten

wir die Bedingung

N
−3 α2 δ2+6 α δ−3+4 β δ

4 β < 2
−3 m (4 ω+m+3)

2 δ ℓ3 (1−O( 1
ℓ ))−O

(

− (α δ+2 β δ+1) log(δ)
β ℓ

)

·N−O
(
− (α δ+2 β δ−1) δ

β ℓ

)

.

Diese Bedingung impliziert die Schranke

N3 α (2 δ−α δ)+4 β < 2
−6 β m (4 ω+m+3)

δ2 ℓ3 (1−O( 1
ℓ ))−O

(

− (α δ+2 β δ+1) log(δ)
ℓ

)

·N
3
δ N

−O
(
−α δ−2 β δ+1

ℓ

)

. (5.9)

Hierbei kann der Exponent von 2 folgendermaßen abgeschätzt werden:

6 β m (4 ω+m+3)
δ2 ℓ3

(
1 −O

(
1
ℓ

))
+ O

(
log(δ)α δ+2 β δ+1)

ℓ

)

≤ 13 (α δ−1)2

6 β ℓ3 + O
(

(α2+β) δ2+1
β ℓ2

)

.

Setzen wir in (5.9) ℓ := ⌊1/ε⌋, so erhalten wir die gewünschte Abschätzung

N3 α(2 δ−α δ)+4 β < 2
−13 (α δ−1)2

6β ε3 −O
(

(α2+β) δ2+1
β ε2

)

N
3
δ N−O((−α δ−2 β δ+1) ε). (5.10)

Für α und β, die (5.10) erfüllen, erhalten wir einen Algorithmus zur Bestimmung von
Nullstellen bivariater modularer Polynome mit Laufzeit polynomiell in (log W, δ, 1/ε).
Analog zum Beweis von Satz 5.2 kann gezeigt werden, dass log W polynomiell in log N
ist. Für ein festes ε > 0 ist die Laufzeit dann polynomiell in (log N, δ).

Gilt 2α + β ≤ 1
δ lässt sich durch zusätzlich y-Shifts ein analoges Ergebnis erzielen,

indem wir Y und Z vertauschen.

Satz 5.4
Es sei f(y, z) ∈ Z[y, z] ein Polynom vom Grad δ in y, z. Es seien Y, Z ∈ N, wobei
Y = Nα, Z = Nβ für α, β ∈ (0, 1) und

2 α + β ≤ 1

δ

gilt. Dann können alle Paare (y0, z0) ∈ Z2, die

f(y0, z0) = 0 mod N mit |y0| ≤ Y, |z0| ≤ Z

erfüllen, in Zeit polynomiell in log N und δ gefunden werden unter der Voraussetzung,
dass für ein ε ∈ (0, 1]

Nβ (6−3 β δ)+4 α < 2
−13(β δ−1)2

6 α −O
(

(α+β2) δ2+1
α ε2

)

N
3
δ−O((−2 α δ−β δ+1) ε)

gilt.
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5.3 Die rechte untere Dreiecksform

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit bivariaten Polynomen modulo N , deren
Newton-Polygon ein rechtes unteres Dreieck bildet. Einen Spezialfall dieser Polynome
betrachten wir im Abschnitt 6.2. Dort werden wir zeigen, wie sich mit dem Polynom
von Boneh und Durfee [2] der geheime Schlüssel d im RSA-Verschlüsselungsschema in
Polynomialzeit berechnen lässt, wenn dieser hinreichend klein ist.

Satz 5.5
Es sei f(y, z) =

∑δ
j=0

∑j
k=0 fjky

jzk ∈ Z[y, z] ein irreduzibles Polynom. Ferner seien Y
und Z natürliche Zahlen, welche für ein ε ∈ (0, 1] die Bedingung

Y 2Z < 2−
(

25 δ
24 ε3 + O

(
δ
ε2

))

N
1
δ N−O(ε)

erfüllen. Dann können alle Paare (y0, z0) ∈ Z2, die

f(y0, z0) ≡ 0 mod N mit |y0| ≤ Y, |z0| ≤ Z

erfüllen, in Zeit polynomiell in log N und δ gefunden werden.

Beweis: Wir fassen den bivariaten modularen Fall

f(y, z) ≡ 0 mod N

als trivariaten ganzzahligen Fall

p(x, y, z) := fN (y, z) − Nx = 0

mit fN (y, z) = f(y, z) mod N auf. Das Newton-Polytop von f(y, z) bildet ein rechtes
unteres Dreieck. Aus Konstruktion 4.14 erhalten wir die Mengen

S =
{

xiyjzk | 0 ≤ i ≤ ℓ, 0 ≤ j ≤ δ (ℓ − i), 0 ≤ k ≤ j
}

und

M =
{

xiyjzk | 0 ≤ i ≤ ℓ + 1, 0 ≤ j ≤ δ (ℓ + 1 − i), 0 ≤ k ≤ j
}

.

Diese Mengen sind laut Lemma 4.15 zulässig für p(x, y, z) = fN (y, z) − Nx. Mit dem
Satz 3.4 für τ = γ = δ erhalten wir folgende Formeln für sx, sy, sz, s, m und ω:

sx =
(ℓ + 1)(2 δ2 ℓ2 + δ2 ℓ + 9 δ ℓ + 12)

12

=
δ2 ℓ3

6

(

1 + O
(

1

ℓ

))

,

sy =
δ(ℓ + 1)(δ ℓ + δ + 1)(δ ℓ + δ + 2)

3

=
δ3 ℓ3

3

(

1 + O
(

1

ℓ

))

,

sz =
δ(ℓ + 1)(δ ℓ + δ + 1)(δ ℓ + δ + 2)

6

=
δ3 ℓ3

6

(

1 + O
(

1

ℓ

))

49



sowie

s =
(ℓ + 1)(2 δ2 ℓ2 + δ2 ℓ + 9δ ℓ + 12)

12
,

m =
(ℓ + 2)(2 δ2 ℓ2 + 5 δ2 ℓ + 9 δ ℓ + 12 + 3 δ2 + 9 δ)

12
,

ω = (ℓ + 2)(δ + δ ℓ + 1)2.

Außerdem gilt s − 1 ≥ δ2 ℓ3

6 . Mit diesen Formeln liefert Satz 3.4 die Bedingung

X
δ2 ℓ3

6 (1+O( 1
ℓ ))Y

δ3 ℓ3

3 (1+O( 1
ℓ ))Z

δ3 ℓ3

6 (1+O( 1
ℓ )) < 2−

m (4 ω+m+3)
4 W

δ2 ℓ3

6 .

Hieraus erhalten wir die Schranke

XY 2 δZδ < 2
− 3 m (4 ω+m+3)

2 δ2 ℓ3(1+O(1/ℓ)) W
1

1+O(1/ℓ) .

Der Exponent von W lässt sich analog zum Beweis von Satz 5.1 durch 1 − O
(

1
ℓ

)

abschätzen, was folgende Bedingung liefert:

XY 2 δZδ < 2−
3 m (4 ω+m+3)

2 δ2 ℓ3 (1−O( 1
ℓ )) W 1−O( 1

ℓ ). (5.11)

Wir können eine obere Schranke für x0 angeben, da wir f(y, z) modulo N reduzieren:

|x0| ≤ |fN (y0, z0)|
N

≤
δ∑

j=0

j
∑

k=0

Y jZk

≤ (δ + 1)(δ + 2)

2
Y δ Zδ.

Setzen wir nun X = (δ+1)(δ+2)
2 Y δ Zδ, dann gilt W = ‖p(xX, yY, zY )‖∞ = NX. Damit

ergibt sich aus (5.11) die Bedingung

Y 2 δZδ < 2−
3 m (4 ω+m+3)

2 δ2 ℓ3 (1−O( 1
ℓ )) N1−O( 1

ℓ ) X−O( 1
ℓ ).

Weiterhin gilt Y, Z ≤ N , da es sich hierbei um Schranken für die Nullstellen eines mo-
dularen Polynoms handelt. Dann erhalten wir mit X = (δ+1)(δ+2)

2 Y δ Zδ ≤ (δ+1)(δ+2)
2 N2δ

wir die folgende Schranke

Y 2 δZδ < 2−
(

25
24δ2 ℓ3 + O(δ2 ℓ2)

)

N1−O( δ
ℓ ).

Aus der vorherigen Bedingung ergibt sich

Y 2Z < 2−
(

25
24δ ℓ3 + O(δ ℓ2)

)

N
1
δ −O

(
1
ℓ

)

. (5.12)
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Wenn wir ε = ⌊1/ℓ⌋ setzen, liefert (5.12) die gewünschte Schranke

Y 2Z < 2−
(

25 δ
24 ε3 + O

(
δ
ε2

))

N
1
δ N−O(ε). (5.13)

Somit erhalten wir einen Algorithmus zur Nullstellensuche. Mit diesem Algorithmus
können nun alle Nullstellen (y0, z0) mit |y0| < Y und |z0| < Z in Laufzeit polynomiell
in (log W, δ, 1

ε ) gefunden werden, sofern die Schranken Y und Z der Bedingung (5.13)
genügen. Analog zum Beweis von Satz 5.1 kann gezeigt werden, dass log W polynomiell
in log N ist. Für ein festes ε > 0 ist die Laufzeit somit polynomiell in (log N, δ).

Auch hier lässt sich ähnlich wie im Satz 5.3 das Ergebnis verbessern, indem wir durch
zusätzliche z-Shifts die Menge S und somit das Gitter L vergrößern, während die Deter-
minate des Gitters L verhältnismäßig klein bleibt. Wiederum stellen wir eine Bedingung
an α und β, die sicherstellt, dass unser Parameterwert bei der Konstruktion der zuläs-
sigen Mengen S und M nicht negativ ist.

Satz 5.6
Es sei f(y, z) =

∑δ
j=0

∑j
k=0 fjky

jzk ∈ Z[y, z] ein irreduzibles Polynom. Es seien

Y = Nα, Z = Nβ ∈ N mit α, β ∈ (0, 1) und

α + β ≤ 1

δ
. (5.14)

Dann können alle Paare (y0, z0) ∈ Z2, die

f(y0, z0) ≡ 0 mod N mit |y0| ≤ Y, |z0| ≤ Z

erfüllen, in Zeit polynomiell in log N und δ gefunden werden unter der Voraussetzung,
dass für ein ε ∈ (0, 1]

N (3 α+β)(δ β+2−δ α) < 2
−
(

(4 α2 δ+2 β) δ+4
β ε3 + O

(
(α+β) δ2+δ

β ε2

))

N
3
δ N

−O
(

− δ α+δ β−1
δ ε

)

gilt.

Beweis: Erneut betrachten wir den bivariaten modularen Fall f(y, z) ≡ 0 mod N als
trivariaten Fall über Z. Es sei

p(x, y, z) := fN (y, z) − Nx = 0

über Z, wobei fN (y, z) = f(y, z) mod N . Das bessere Ergebnis im Vergleich zu Satz
5.5 erzielen wir, indem wir die ursprüngliche Shift-Menge S und dementsprechend auch
M durch zusätzliche z-Shift erweitern. Aus Konstruktion 4.14 erhalten wir mit λ = 1
die Mengen

S =
{

xiyjzk | 0 ≤ i ≤ ℓ, 0 ≤ j ≤ δ (ℓ − i), 0 ≤ k ≤ j + ηℓ
}
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und

M =
{

xiyjzk | 0 ≤ i ≤ ℓ + 1, 0 ≤ j ≤ δ (ℓ + 1 − i), 0 ≤ k ≤ j + ηℓ
}

.

Die Definitionen aus Satz 3.4 mit τ = δ sowie γ = δ + η liefern uns

sx =
(ℓ + 1)(2 δ2 ℓ2 + δ2 ℓ + 9 δ ℓ + 12 + 6 η δ ℓ2 + 12 η ℓ)

12

=
(δ2 + 3 η δ) ℓ3

6

(

1 + O
(

1

ℓ

))

,

sy =
δ(ℓ + 1)(δ ℓ + δ + 1)(2 δ ℓ + 2 δ + 4 + 3 η ℓ)

6

=
(2 δ3 + 3 δ2 η) ℓ3

3

(

1 + O
(

1

ℓ

))

,

sz =
δ (ℓ + 1)(δ2 ℓ2 + 3 η δ ℓ2 + 2 δ2 ℓ + 3 δ ℓ + δ2 + 3 η ℓ δ + 6 η ℓ + 3 η2 ℓ2 + 3 δ + 2)

6

=
(δ3 + 3 δ2 η + 3 δ η2) ℓ3

6

(

1 + O
(

1

ℓ

))

sowie

s =
(ℓ + 1)(2 δ2 ℓ2 + δ2 ℓ + 12 η ℓ + 6 η δ ℓ2 + 9 δ ℓ + 12)

12
,

m =
(ℓ + 2)(2 δ2 ℓ2 + 5 δ2 ℓ + 9 δ ℓ + 6 δ η ℓ2 + 12 η ℓ + 6 η δ ℓ + 12 + 3 δ2 + 9 δ)

12
,

ω = (ℓ + 2)(δ + δ ℓ + 1)(δ + (δ + η) ℓ + 1).

Weiterhin gilt s− 1 ≥ (δ2+3 η δ) ℓ3

6 . Mit diesen Formeln für sx, sy, sz, s, m und ω erhalten
wir aus Satz 3.4 folgende Bedingung

X
δ2+3 η δ

6 ℓ3(1+O( 1
ℓ ))Y

3 δ2 η+2 δ3

6 ℓ3(1+O( 1
ℓ ))Z

3 δ2 η+3 δ η2+δ3

6 ℓ3(1+O(1/ℓ))

< 2−
m (4 ω+m+3)

4 W
δ2+3 η δ

6 ℓ3
.

Daraus folgt mit der Abschätzung 1
1+x ≥ 1 − x für x > 0:

Xδ+3 ηY 3 δ η+2 δ2
Z3 δ η+3 η2+δ2

< 2−
3 m (4 ω+m+3)

2 δ ℓ3 (1−O( 1
ℓ )) W (δ+3 η)(1−O( 1

ℓ )). (5.15)

Da wir Polynome der gleichen Form wie in Satz 5.5 betrachten, ist X = (δ+1)(δ+2)
2 Y δ Zδ

eine obere Schranke für die Größe von x0. Dann gilt W = ‖p(xX, yY, zY )‖∞ = NX.
Somit erhalten wir aus (5.15) die Bedingung

Y 3 δ η+2 δ2
Z3 δ η+3 η2+δ2

< 2−
3 m (4 ω+m+3)

2 δ ℓ3 (1−O( 1
ℓ )) N (δ+3 η )(1−O( 1

ℓ ))

·
((δ + 1)(δ + 2)

2
(Y Z)δ

)−(δ+3 η )O( 1
ℓ )

Weiterhin gilt Y, Z ≤ N . Dies liefert die Schranke:

Y 3 δ η+2 δ2
Z3 δ η+3 η2+δ2

< 2
−3 m (4 ω+m+3)

2 δ ℓ3
−(δ+3 η)O

(
log(δ)

ℓ

)

N (δ+3 η)(1−O( δ
ℓ )).
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Mit Y = Nα und Z = Nβ erhalten wir die Bedingung

Nα (3 δ η+2 δ2)+β (3 δ η+3 η2+δ2) < 2
−3 m (4 ω+m+3)

2 δ ℓ3
−(δ+3 η)O

(
log(δ)

ℓ

)

N (δ+3 η )(1+O( δ
ℓ )).

Wir setzen nun η = − δ α+δ β−1
2 β . Es gilt dann η ≥ 0, da α + β ≤ 1

δ und wir erhalten die
Schranke

N (3 α+β)(δ β+2−δ α) < 2
−4 α2 δ2+2 β δ+4

β ℓ3 −O
(

(α+β) δ2+δ)
β ℓ2

)

N
3
δ N

−O
(

− δ α+δ β−1
δ ℓ

)

.
(5.16)

Wir setzen nun ℓ = ⌊1/ε⌋ in (5.16). Dies liefert die gewünschte Abschätzung

N (3 α+β)(δ β+2−δ α) < 2
−
(

(4 α2 δ+2 β) δ+4
β ε3 + O

(
(α+β) δ2+δ

β ε2

))

N
3
δ N

−O
(

− δ α+δ β−1
δ ε

)

.
(5.17)

Wir erhalten somit für α und β, welche die vorhergehende Bedingung (5.17) erfül-
len, einen Algorithmus zur Nullstellensuche bei bivariaten modularen Polynomen mit
Laufzeit polynomiell in (log W, δ, 1

ε ). Analog zu Satz 5.1 können wir zeigen, dass W
polynomiell in N und somit log W polynomiell in log N ist. Da log W polynomiell in
log N ist, ist für ein festes ε > 0 die Laufzeit also polynomiell in (log N, δ).

Nun haben wir für drei Formen gezeigt, dass sich der bivariate modulare Fall auf den
trivariaten ganzzahligen Fall zurückführen lässt.
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6 Angriff auf RSA

Die Methode von Coppersmith spielt in der Kryptanalyse des Kryptosystems RSA eine
bedeutende Rolle. In diesem Kapitel stellen wir einige Angriffe auf das RSA-Verfahren
mittels Nullstellenberechnung trivariater ganzzahliger Polynome vor. Dabei werden wir
zeigen, dass es möglich ist, den geheimen Schlüssel d effizient zu berechnen, wenn be-
stimmte Kriterien erfüllt sind.

6.1 Eine kleine Einführung in RSA

Das asymmetrische Verschlüsselungsverfahren RSA wurde 1978 von Rivest, Shamir und
Adleman entwickelt. Es ist das erste veröffentlichte asymmetrische Kryptosystem. RSA
wird heute noch zur Verschlüsselung von Daten, welche über das Internet ausgetauscht
werden, und zum Austausch von Codeschlüsseln für symmetrische Kryptosysteme ver-
wendet.

Definition 6.1 (Kryptosystem)
Ein Kryptosystem ist ein 5-Tupel (P, C,K, E ,D), welcher die folgenden Bedingungen
erfüllt:

• P ist eine endliche Menge von Klartexten.

• C ist eine endliche Menge von Chiffretexten.

• K ist eine endliche Menge von Schlüsseln.

• Zu jedem k ∈ K existiert eine Verschlüsselungsfunktion ek ∈ E mit

ek : P → C

und eine Entschlüsselungsfunktion dk ∈ D mit

dk : C → P,

sodass für alle x ∈ P gilt:
dk(ek(x)) = x.

Bei einem asymmetrischen oder public-key Verschlüsselungsverfahren ist die Verschlüs-
selungsfunktion ek bekannt. Sie ist der sogenannte öffentliche Schlüssel. Die Entschlüs-
selungsfunktion ist geheim. Dies hat den Vorteil, dass jeder eine beliebige Nachricht mit
dem öffentlichen Schlüssel verschlüsseln und versenden kann. Jedoch nur der Empfänger,
der in Besitz des geheimen Schlüssels ist und für den die Nachricht dementsprechend
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bestimmt ist, kann sie entschlüsseln. Dabei sollen sowohl die Schlüssel als auch die
Ver- und Entschlüsselungsfunktion effizient zu berechnen sein. Ein solches Verfahren ist
RSA.

Das RSA-Verfahren operiert auf einem Ring ZN . Dabei ist N ∈ N ein ganze Zahl, welche
aus zwei Primzahlen p und q zusammengesetzt ist, und ZN = {0, 1, . . . , N −1} der Ring
der ganzen Zahlen modulo N . Die Menge Z∗

N ⊂ ZN bezeichnet die Einheitengruppe des
Rings ZN . Sie enthält alle Element aus ZN , die zu N teilerfremd sind. Das bedeutet,
dass Z∗

N = {x ∈ ZN | ggT(N, x) = 1} ist.

Die Eulersche ϕ-Funktion ϕ(N) gibt die Anzahl der zu N teilerfremden Elemente in
ZN , also die Anzahl der Elemente in Z∗

N , an. Es gelten die folgenden Eigenschaften:

• ϕ(p) = p − 1 für eine Primzahl p.

• ϕ(mn) = ϕ(m) · ϕ(n) für teilerfremde Zahlen m, n ∈ N.

Nun können wir das RSA-Kryptosystem angeben.

Kryptosystem 6.2 (RSA-Verschlüsselungsverfahren)
Es sei N = pq, wobei p und q Primzahlen sind. Ferner seien P = C = ZN und

K = {(N, p, q, e, d) | e, d ∈ Z∗
ϕ(N) mit ed ≡ 1 mod ϕ(N)}.

Dabei ist (N, e) der öffentliche Schlüssel und (p, q, d) der geheime Schlüssel.

Für die Nachricht m ∈ ZN ist
c = me mod N

die Verschlüsselung mit dem öffentlichen Schlüssel (e, N). Die Entschlüsselung von c
mit dem geheimen Schlüssel d ist

cd mod N.

Der Korrektheit des RSA-Verschlüsselungssystems ergibt sich für m ∈ Z∗
N aus dem

Satz von Euler. Mit dem Chinesischen Restsatz kann leicht gezeigt werden, dass für alle
m ∈ ZN die Entschlüsselung cd = me d ≡ m mod N korrekt ist.

6.2 Angriff auf RSA bei kleinem geheimen Schlüssel

Im Jahr 1990 stellte Wiener [15] einen Angriff mittels Kettenbrüchen vor, bei dem
der geheime Schlüssel d in polynomieller Zeit aus (N, e) berechnet werden kann, wenn
d < N1/4 gilt.

Satz 6.3 (Wiener)
Es sei (e, N) ein öffentlicher RSA-Schlüssel mit N = pq, wobei q < p < 2q gilt. Au-

ßerdem gelte für d ∈ Z∗
ϕ(N) mit ed = 1 mod ϕ(N), dass d < 1

3N
1
4 . Dann kann d aus

(e, N) in Zeit O((log N)2) berechnet werden.
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Dieses Ergebnis verbessern Boneh und Durfee in [2]. Sie betrachten dazu ein Polynom
y(A+ z)−1 mod e. Der geheime Schlüssel d kann aus den Nullstellen dieses Polynoms
berechnet werden. Sie zeigen, dass mittels dieser Methode für d < N0.284 der geheime
Schlüssel d in Polynomialzeit ermittelt werden kann.

Wir betrachten nun diesen bivariaten modularen Fall als trivariaten ganzzahligen Fall
und erhalten dasselbe Ergebnis wie Boneh und Durfee. Zunächst jedoch beschreiben
wir, wie wir dieses Polynom aus der RSA-Schlüsselgleichung erhalten.

Im Folgenden betrachten wir ein RSA-Verschlüsselungsschema mit dem RSA-Modul N ,
wobei die Primzahlen p und q mit N = pq von der gleichen Größenordnung sind. Das
bedeutet, dass q < p < 2q gilt.

Es sei (N, e) der öffentliche Schlüssel. Dann erfüllt der zugehörige geheime Schlüssel d
die Äquivalenz ed ≡ 1 mod ϕ(N), wobei ϕ(N) = (p − 1)(q − 1) = N − p − q + 1 ist.
Hierbei sind e und d im Allgemeinen beide kleiner als ϕ(N). Aufgrund der Äquivalenz
ed ≡ 1 mod ϕ(N) existiert eine ganze Zahl y ∈ Z, sodass

ed + y(N + 1 − (p + q)) = 1 (6.1)

gilt. Wir setzen nun A = N + 1 und z = −(p + q), da uns p und q nicht bekannt sind.
Dann gilt

y (A + z) ≡ 1 mod e (6.2)

Wir setzen e = Nα für ein α ∈ (0, 1). Da e und N von der gleichen Größenordnung sind,
ist α eine Zahl nahe 1. Weiterhin nehmen wir an, dass der geheime Schlüssel d < N δ0

mit δ0 ∈ (0, 1) erfüllt.

Aus Gleichung (6.1) folgern wir:

|y| ≤ |1 − ed|
N + 1 − p − q

<
e d

ϕ(N)
≤ 2 e d

N
< 2 Nα+δ0−1 = 2e1+

δ0−1
α

Da q < p ist, gilt q <
√

N . Weiter folgt p < 2
√

N aus p < 2q. Hieraus erhalten wir
insgesamt die folgende Abschätzung für z:

|z| < 3N0,5 = 3e
1

2 α .

Da e und N von der gleichen Größenordnung sind, setzen wir α = 1. Dann gilt

y (A + z) − 1 ≡ 0 mod e mit |y| < eδ
0 und |z| < e1/2.

Daraus folgern wir das trivariate ganzzahlige Polynom:

p(x, y, z) = y(A + z) − 1 − ex.

Eine Nullstelle (x0, y0, z0) des Polynoms p(x, y, z) ist das Tripel (d, k,−(p + q)), wobei
ed + kϕ(N) = 1 gilt.

Das Newton-Polytop von p(x, y, z) hat rechte untere Dreiecksform, deshalb wenden wir
Satz 5.6 an. Wir beachten, dass in diesem Fall e = N gilt, da wir α = 1 gesetzt
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haben. Dabei ist der Grad δ des Polynoms p(x, y, z) gleich 1, Y = eδ0 = N δ0 und
Z = e1/2 = N1/2. Damit erhalten wir die Bedingung:

N (3 δ0+1/2)(2,5−δ0) < N32−
25

24 ε3 −O
(

1
ε2

)

NO(δ0 ε).

Vernachlässigung der Terme niederer Ordnung sowie des Terms 2
− 25

24 ε3
−O

(
1

ε2

)

NO(δ0 ε)

liefert uns die Bedingung:

(3 δ0 +
1

2
)(

5

2
− δ0) < 3.

Daraus folgt direkt

δ0 <
7

6
−

√
7

3
≈ 0.284.

Wenn für den geheimen Schlüssel d < N δ0 gilt, kann d aus dem öffentlichen Schlüssel
(e, N) in Polynomialzeit berechnet werden. Da wir bei der Herleitung Terme niederer
Ordnung vernächlässigt haben, muss nun δ0 < 0.284 − ε gelten.

Satz 6.4
Es sei N = pq ein RSA-Modul. Dabei seien p und q Primzahlen mit q < p < 2p.
Außerdem gelte für einen geheimen Schlüssel d mit ed ≡ 1 mod ϕ(N), dass d < N δ0

ist. Dann kann d in Polynomialzeit aus dem öffentlichen Schlüssel (e, N) berechnet
werden, wenn für ein ε > 0

δ0 <
7

6
−

√
7

3
− ε

gilt.

6.3 Angriffe auf RSA bei kleinem, teilweise bekannten

geheimen Schlüssel

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit zwei der in Arbeit von Ernst, Jochemsz, May
und de Weger [8] vorgestellten Angriffe auf RSA. Hierbei betrachten wir zwei verschie-
denen trivariate ganzzahlige Polynome fMSB1 und fMSB2, die sich aus verschiedenen
Darstellungen der RSA-Schlüsselgleichung ergeben. Der geheime Schlüssel d lässt sich
jeweils effizient als Nullstelle dieser Polynome aus e und N berechnen, wenn d klein und
teilweise bekannt ist.

Wir nehmen wie im Abschnitt 6.2 an, dass der RSA-Modul N aus zwei verschiedenen
Primzahl p und q der gleichen Eingabegröße zusammen gesetzt ist. Die Eingabegröße
von N sei gleich n, das heißt n = ⌈log N⌉. Da p und q von der gleichen Eingabegröße
sind, gilt

p + q < 3N1/2.

Ferner seien e, d < ϕ(N), wobei e von der gleichen Eingabegröße wie N ist. Weiterhin ist
βn die Eingabegröße von d für β ∈ (0, 1). Außerdem sei k eine ganze Zahl, für welche

e d − 1 = k ϕ(N)
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gilt. Dann können wir k folgendermaßen abschätzen

k =
e d − 1

ϕ(N)
≤ e d

ϕ(N)
≤ d ≤ Nβ .

Mit MSB (most significant bits) bezeichnen wir die führenden Bits der Binärdarstellung
einer Zahl, also die höchstwertigen Bits einer Zahl.

Es seien nun die (β − α)n MSB von d dem Angreifer bekannt, wobei 0 < α < β gilt.
Dann lässt sich d darstellen als d = d̃ + d0, wobei

• d̃ die MSB von d bezeichnet, also die (β−α)n führenden Bits der Binärdarstellung
von d, welche dem Angreifer bekannt sind, und

• d0 die letzten α Bits der Binärdarstellung, also die nicht-signifikanten Bits von d
bezeichnet, welche der Angreifer nicht kennt.

Dies bedeutet explizit, dass

d < Nβ und |d0| = |d − d̃| < Nα

gilt.

Angriff mit dem Polynom fMSB1

Ziel dieses Angriffs ist es, den geheimen Schlüssel d effizient zu berechnen, während uns
möglichst wenige der MSB bekannt sein müssen. Das heißt, wir wollen β maximieren,
welches die Eingabegröße von d ist, und (β − α)n, als Anzahl der bekannten MSB,
minimieren. Die RSA-Schlüsselgleichung e d−1 = k ϕ(N) lässt sich mittels des Wissens
über die MSB von d nun folgendermaßen darstellen:

e (d̃ − d0) − 1 = k (N − (p + q − 1)). (6.3)

Dabei sind d0, k und p+q−1 nicht bekannt. Somit können wir aus (6.3) das Polynom

fMSB1(x, y, z) := e (x + d̃) − 1 − y(−z + N)

= e x − N y + y z + R mit R = ed̃ − 1 (6.4)

herleiten, welches die Nullstelle (x0, y0, z0) = (d0, k, p + q − 1) besitzt. Wir setzen nun
X = Nα, Y = Nβ und Z = 3N1/2. Dann gilt |x0| < X, |y0| < Y und |z0| < Z.

Das Polynom fMSB1(x, y, z) ist trivariat, ganzzahlig und irreduzibel. Somit kann Satz
3.4 angewandt werden mit den Mengen

S =
{

xiyjzk|0 ≤ i ≤ ℓ, 0 ≤ j ≤ ℓ − i, 0 ≤ k ≤ j + ηℓ
}

und
M =

{

xiyjzk|0 ≤ i ≤ ℓ + 1, 0 ≤ j ≤ ℓ + 1 − i, 0 ≤ k ≤ j + ηℓ
}

,
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wobei η ∈ R der zu optimierende Parameter ist. Die Wahl des Parameter ℓ ∈ N hängt
ähnlich wie im Beweis des Satzes 5.1 mit der gewünschten Güte der Schranken zusam-
men.

Diese Mengen erfüllen die im Satz 3.4 geforderte Eigenschaft. Weiterhin können wir
zeigen, dass die Mengen S und M zulässig sind für fMSB1(x, y, z). Der Beweis erfolgt
analog zum Beweis von Lemma 4.15 und wird hier nicht explizit aufgeführt.

Es ist jedoch zu beachten, dass das Polynom fMSB1(x, y, z) nicht aus einem bivaria-
ten modularen Polynom, welches als trivariates ganzzahliges Polynom aufgefasst wird,
hervorgeht und somit der Satz 5.6 nicht angewendet werden kann.

Wenden wir nun Satz 3.4 auf das Polynom fMSB1(x, y, z) und die Mengen S und M an.
Dabei gilt dx = dy = dz = 1, τ = 1 und γ = 1 + η. Somit erhalten wir als Exponenten
von X, Y und Z:

sx =
(ℓ + 1)(2 ℓ2 + ℓ + 9 ℓ + 12 + 6 η ℓ2 + 12 η ℓ)

12

=
1 + 3 η

6
ℓ3 +

3 η + 2

2
ℓ2 +

11 + 6 η

6
ℓ + 1,

sy =
(ℓ + 1)(ℓ + 2)(2 ℓ + 6 + 3 η ℓ)

6

=
2 + 3 η

6
ℓ3 +

3 η + 4

2
ℓ2 +

3 η + 11

3
ℓ + 3

und

sz =
(ℓ + 1)(ℓ2 + 5 ℓ + 3 η ℓ2 + 9 η ℓ + 3 η ℓ2 + 6)

6

=
1 + 3 η + 3 η2

6
ℓ3 +

4 η + 2 + η2

2
ℓ2 +

9 η + 11

6
ℓ + 1.

Die Menge S enthält

s =
(2 + ℓ) (ℓ + 1) (ℓ + 3 η ℓ + 3)

6

≥ 3 η + 1

6
ℓ3 + 1

Elemente. Weiterhin gilt

m =
( l + 3) (2 + ℓ) (ℓ + 3 η ℓ + 4)

6

und
ω = (ℓ + 2)2(ℓ + η ℓ + 2).

Satz 3.4 besagt nun, dass alle Nullstellen (x0, y0, z0) des Polynoms fMSB1(x, y, z), welche
|x0| ≤ X, |y0| ≤ Y und |z0| ≤ Z erfüllen, in Polynomialzeit gefunden werden können
unter der Voraussetzung, dass

Xsx+ℓY sy+τℓZsz+γℓ < 2−
m(4ω+m+3)

4 W s−1
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gilt. Ignorieren wir nun alle Terme der Ordung o(ℓ3) und den Term 2−
m(4ω+m+3)

4 , so
erhalten wir folgende Bedingung:

X
1+3 η

6
ℓ3Y

2+3 η
6

ℓ3Z
1+3 η+3 η2

6
ℓ3 < W

1+3 η
6

ℓ3 .

Daraus ergibt sich die Schranke

X1+3 ηY 2+3 ηZ1+3 η+3 η2
< W 1+3 η.

Nun setzen wir die Darstellung von X, Y, Z in Abhängigkeit von N in die Ungleichung
ein, dabei ignorieren wir die konstanten Faktoren. Es gilt außerdem

W = ‖fMSB1(xX, yY, zY )‖ ≥ NY = N1+β .

Dies liefert die Bedingung

Nα(1+3 η)Nβ (2+3 η)N
1
2
(1+3 η+3 η2) < N (1+β)(1+3 η).

Somit muss

α + 3α η + β − 1

2
− 3

2
η +

3

2
η2 < 0

gelten. Die linke Seite der Ungleichung ist minimal für η = 1
2 − α. Mit diesem Wert für

η erhalten wir

α <
5

6
−

√
1 + 6β

3
.

Dies gibt uns in Abhängigkeit der Eingabegröße β n des geheimen Schlüssels d eine obere
Schranke an, wie viele der MSB der Angreifer kennen muss, um den geheimen Schlüssel
d in Polynomialzeit berechnen zu können. Umgekehrt bedeutet das, wenn mindestens

α n für α ≥ 5
6−

√
1+6β
3 der nicht-signifikanten Bits unbekannt sind, lässt sich der geheime

Schlüssel mit dieser Methode nicht in Polynomialzeit berechnen.

Der Angriff von Boneh und Durfee im Abschnitt 6.2 kann als Spezialfall dieses Angriffs
gesehen werden. Dabei wird angenommen, dass die bekannten höchstwertigen Bits alle
0 sind.

Angriff mit dem Polynom fMSB2

Kennt ein Angreifer d̃, die (β −α)n höchstwertigen Bits der Binärdarstellung von d, so
kann er eine Approximation k̃ von k ∈ Z mit ed − 1 = kϕ(N) berechnen:

k̃ =
e d̃ − 1

N
.
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Bezeichnen wir nun mit k0 = k− k̃ den unbekannten Teil von k. Somit erhalten wir für
k0 diese Abschätzung:

|k0| = |k − k̃|

=

∣
∣
∣
∣
∣

e d − 1

ϕN
− e d̃ − 1

N

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

(e d − 1)N − (e d̃ − 1)N − (e d̃ − 1) + (e d̃ − 1)(p + q)

ϕ(N)N

∣
∣
∣
∣
∣

≤
∣
∣
∣
∣
∣

e (d − d̃)

ϕN

∣
∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
∣

(p + q − 1)(e d̃ − 1)

ϕ(N)N

∣
∣
∣
∣
∣

≤ e

ϕ(N)

(

|d − d̃| + |p + q − 1||d̃|
N

)

≤ e

ϕ(N)
︸ ︷︷ ︸

≤1

(

Nα + 3Nβ− 1
2

)

≤ 4 Nγ mit γ = max{α, β − 1

2
}

Mit diesem Wissen über die MSB von k können wir die RSA-Schlüsselgleichung folgen-
dermaßen darstellen:

e (d̃ + d0) − 1 = (k̃ + k0)(N − (p + q − 1))

Somit hat das Polynom

fMSB2 := e x − N y + y z + k̃ z + R mit R := e d̃ − 1 − k̃ N

die Nullstelle (x0, y0, z0) = (d0, k0, p + q − 1). Dabei gilt in diesem Fall |x0| ≤ X = Nα,

|y0| ≤ Y = 4Nγ und |z0| ≤ Z = 3N
1
2 .

Das Polynom fMSB2(x, y, z) ist ein irreduzibles trivariates ganzzahliges Polynom, daher
können wir Satz 3.4 anwenden.

Wir wählen die Mengen

S := {xiyjzk|0 ≤ i ≤ ℓ, 0 ≤ j ≤ ℓ + ηℓ − i, 0 ≤ k ≤ ℓ − i}
und

M := {xiyjzk|0 ≤ i ≤ ℓ + 1, 0 ≤ j ≤ ℓ + 1 + ηℓ − i, 0 ≤ k ≤ ℓ + 1 − i}.
Dann erhalten wir als Exponenten für X, Y und Z:

sx =
(ℓ + 1)(ℓ + 2)(2 ℓ + 3 η ℓ + 3)

6

=
1

6

(
(2 + 3 η) ℓ3 + (9 + 9 η) ℓ2 + (13 + 6 η) ℓ + 6

)
,

sy =
(ℓ + 2)(ℓ + η ℓ + 2)(ℓ + η ℓ + 1)

2

=
1

6

(
3 (1 + η)2 ℓ3 + (15 + 21 η + 6 η2) ℓ2 + (24 + 18 η) ℓ + 12

)
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und

sz =
(ℓ + 1)(ℓ + 2)(ℓ + η ℓ + 2)

2

=
1

6

(
(3 + 3 η) ℓ3 + (15 + 9 η) ℓ2 + (24 + 6 η) ℓ + 12

)
.

Die Menge S enthält

s =
(ℓ + 1)(ℓ + 2)(2 ℓ + 3 η ℓ + 3)

6

=
1

6

(
(2 + 3 η) ℓ3 + (9 + 9 η) ℓ2 + (13 + 6 η) ℓ + 6

)

Elemente und die Menge M enthält

m =
(ℓ + 2)(ℓ + 3)(2 ℓ + 3 η ℓ + 5)

6

Elemente. Weiterhin gilt
ω = (ℓ + 2)2((1 + η) ℓ + 2).

Nun können wir laut Satz 3.4 alle Nullstellen (x0, y0, z0) des Polynoms fMSB2 mit
|x0| ≤ X |y0| ≤ Y und |z0| ≤ Z in polynomieller Zeit finden, wenn

Xsx+ℓY sy+τℓZsz+γℓ < 2−
m (4 ω+m+3)

4 W s−1

gilt. Vernachlässigen der Termen der Ordnung o(ℓ3) und des Terms 2−
m (4 ω+m+3)

4 liefert
die Ungleichung

X2+3 ηY 3 (1+η)2Z3+3 η < W 2+3 η

Dabei gilt X = Nα, Y = 4Nγ mit γ = max{α, β − 1
2}, Z = 3N

1
2 und

W = max{eX, NY, Y Z, k̃Z, R} ≥ NY = 4N1+γ .

Setzen wir diese Grenzen ein, wobei wir die konstanten Faktoren vernachlässigen, liefert
dies:

Nα(2+3 η)N3 γ (1+η)2N
1
2
(3+3 η) < N (1+γ)(2+3 η).

Somit muss

3 γ η2 + (3α + 3 γ − 3

2
)η − 1

2
+ 2α + γ < 0

gelten. Für η := 1−2 γ−2 α
4 γ wird die linke Seite der Ungleichung minimal und wir erhal-

ten:

α <
1

2
+

γ

3
−
√

6 γ + 4 γ2

3
(6.5)

Gelte nun γ = α. Das bedeutet, dass α ≥ β − 1/2 gilt. Dann liefert uns (6.5)

α <
1

2
+

α

3
−

√
6 α + 4α2

3

⇔ α <
3

16
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Dementsprechend gilt dann β ≤ 11
16 .

Für γ = β − 1
2 erhalten wir mit (6.5)

α <
1

3
+

β

3
−
√

4 β2 + 2β − 2

3

In diesem Fall gilt β > 11
16 , da β − 1

2 ≥ α gilt.

Fassen wir nun alle Ergebnisse diese Abschnitts zusammen.

Satz 6.5
Es sei N = pq ein RSA-Modul der Eingabegröße n. Es seien p und q Primzahlen der
gleichen Größenordnung. Es gelte 0 < α < β < 1. Weiterhin sei e der öffentliche
Schlüssel und d der geheime Schlüssel im RSA-Verfahren. Dabei sei e von der gleichen
Eingabegröße wie der RSA-Modul N und es sei d < Nβ. Sind nun dem Angreifer die
(β −α)n MSB des geheimen Schüssels d bekannt, kann er diesen in polynomieller Zeit
berechnen, falls

• α < 5
6 −

√
1+6 β
3 − ε,

• α < 3
16 − ε und β ≤ 11

16 oder

• α < 1
3 + β

3 −
√

4 β2+2 β−2
3 − ε und β > 11

16

gilt.

Die um ε schlechteren Schranken im Vergleich zu den angebenen Herleitungen ergeben

aus der Vernachlässigung der Terme niederer Ordnung und des Terms 2−
m (4 ω+m+3)

4 .

Wir haben in diesem Kapitel drei Beispiele für Angriffe auf das RSA-Verfahren gesehen,
bei denen die Methode von Coppersmith angewendet wird. Es gibt noch eine Vielzahl
weiterer Angriffe dieser Form auf das Kryptosystem RSA. So können wir beispielsweise
ein RSA-Schlüsselpaar (e, d) betrachten, bei dem dem Angreifer die niederwertigsten
Bits bekannt sind [8].
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Anhang A

Der Variablenwechsel

A.1 Der bivariate Fall

Der im Satz 3.2 beschrieben Algorithmus zur Suche kleiner Nullstellen setzt voraus, dass
das konstante Glied p00 des Polynoms p(x, y) von 0 verschieden ist. Im Fall p00 = 0
erhalten wir durch einen einfachen Wechsel der Variablen ein Polynom p∗(x, y) mit
p∗00 6= 0. Dieser Variablenwechsel wird im Folgenden beschrieben.

Es sei p(x, y) ein Polynom vom maximalen Grad dx in x. Wir stellen p(x, y) als

p(x, y) = a(x) · x + b(x, y) · y

dar, wobei a(x) ein univariates Polynom vom Grad höchstens dx − 1 ist. Da p(x, y)
irreduzibel ist, ist das Polynom a(x) von 0 verschieden. Weiterhin existiert ein i mit
0 < i ≤ dx, sodass a(i) 6= 0, da deg a ≤ dx − 1. Dann ist p∗(i, 0) 6= 0. Wir setzen nun

p∗(x, y) := p(x + i, y).

Dann erhalten wir ein Polynom p∗(x, y) mit p∗00 6= 0. Falls (x0, y0) eine Nullstelle von
p∗(x, y) ist, so ist (x0 + i, y0) eine Nullstelle von p(x, y). Wir benutzen also p∗(x, y) statt
p(x, y).

A.2 Der trivariate Fall

Wir betrachten nun ein trivariates irreduzibles ganzzahliges Polynom p(x, y, z) mit
p000 = 0. Da wir im Algorithmus, den uns Satz 3.4 liefert, benötigen, dass p000 invertier-
bar ist, nehmen wir ein Variablenwechsel vor, sodass wir ein Polynom p∗(x, y, z) erhalten
mit p∗000 6= 0. Wir ersetzen dann im Beweis des Satzes 3.4 p(x, y, z) durch p∗(x, y, z).
Der Variablenwechsel erfolgt im Wesentlichen ähnlich wie im bivariaten Fall.

Es sei p(x, y, z) ein Polynom mit maximalem Grad dx in x und dy in y. Das Polynom
p(x, y, z) kann dargestellt werden als

p(x, y, z) = a(x) · x + b1(x, y) · y + c(x, y, z) · z,

wobei deg(a(x)) ≤ dx − 1 und degy(b1(x, y)) ≤ dy − 1. Da p(x, y, z) irreduzibel ist, ist
das Polynom a(x) oder das Polynom b(x) von 0 verschieden. Wir unterscheiden nun
diese beide Fälle.
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1. Es sei a(x) 6= 0.

Da deg(a(x)) ≤ dx − 1, existiert ein i, 0 < i ≤ dx, mit a(i) 6= 0. Somit ist auch
p(i, 0, 0) 6= 0. Wir setzen daher p∗(x, y, z) := p(x+ i, y, z), dann ist p∗(0, 0, 0) 6= 0.

2. Es sei a(x) = 0 und b1(x, y) 6= 0.

Schreibe
b1(x, y) = b′2(x) · x + b2(x, y) · y.

Da b1(x, y) 6= 0, ist b′2(x) oder b2(x, y) von 0 verschieden.

(i) Es sei b′2(x) 6= 0.

Da deg b′2(x) ≤ dx − 1 ist, existiert ein i mit 0 < i ≤ dx, sodass b′2(i) 6= 0.
Damit ist auch p(i, 1, 0) 6= 0. Wir setzen p∗(x, y, z) := p(x + i, y + 1, z), dann
ist p∗(0, 0, 0) 6= 0.

(ii) Es sei b′2(x) = 0 und b2(x, y) 6= 0.

Dann können wir b2(x, y) erneut darstellen als b2(x, y) = b′3(x)·x+b3(x, y)·y.
Ist dann b′3(x) 6= 0, verfahren wir wie im Fall (i). Gilt jedoch b′3(x) = 0 und
b3(x, y) 6= 0, verfahren wir wie folgt.

Wir beobachten, dass degy(b1(x, y)) ≤ dy − 1, degy(b2(x, y)) ≤ dy − 2 und
degy(b3(x, y)) ≤ dy − 3 gilt. Wir können also sukzessiv bi(x, y) als

bi(x, y) = b′i+1(x) · x + bi+1(x, y) · y

darstellen. Dabei gilt b′i+1(x) 6= 0 oder bi+1(x, y) 6= 0. Im Fall b′i+1(x) 6= 0
können wir Fall (i) anwenden.

Im Fall bi+1(x, y) 6= 0 gilt nach höchstens dy dieser Schritte, dass
deg(bdy(x, y)) = 0 ist. Also ist bdy(x, y) ein Polynom in x vom Grad höchstens
dx. Dann existiert also ein i mit 0 ≤ i ≤ dx, sodass bdy(i, y) = bdy(i) 6= 0 gilt.
Somit ist auch p(i, 1, 0) 6= 0. Wir setzen p∗(x, y, z) := p(x + i, y + 1, z), dann
gilt p∗(0, 0, 0) 6= 0.
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Anhang B

Abschätzung für den Exponenten von 2

B.1 Abschätzung für den Exponenten von 2 für die

modulare linke untere Dreiecksform

In diesem Abschnitt wollen wir die Abschätzungen für den Exponenten von 2 im Satz
5.1 angeben. Zur Erinnerung:

Satz
Es sei f(y, z) ∈ Z[y, z] ein irreduzibles Polynom vom totalen Grad δ. Es seien Y und Z
natürliche Zahlen, welche der Bedingung

Y Z < 2−
(

25δ
24ε3 + O

(
δ
ε2

))

· N
1
δ −O

(
ε
δ

)

genügen für ein ε ∈ (0, 1]. Dann können alle Paare (y0, z0) ∈ Z2, die

f(y0, z0) ≡ 0 mod N mit |y0| ≤ Y, |z0| ≤ Z

erfüllen, in Zeit polynomiell in log N und δ gefunden werden.

Es gilt:

m =
(ℓ + 2)(2 δ2 ℓ2 + 5 δ2 ℓ + 9 δ ℓ + 12 + 3 δ2 + 9 δ)

12

=
2 δ2 ℓ3 + 9 δ2 ℓ2 + 9 δ ℓ2 + 12 ℓ + 13 δ ℓ + 27 δ ℓ + 24 + 6 δ2 + 18 δ

12
,

ω = (ℓ + 2)(δ + δ ℓ + 1)2

= 5 δ2 ℓ + 4 δ2 ℓ2 + 6 δ ℓ + δ2 ℓ3 + 2 δ ℓ2 + ℓ + 2 δ + 2 δ2 + 4 δ + 2.

Satz 3.4 liefert uns die Bedingung

Xsx+ℓY sy+τℓZsz+γℓ < 2−
m(4ω+m+3)

4 W s−1
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Wir können nun den Exponenten von 2 folgendermaßen abschätzen:

m (4ω + m + 3)

4
=

25

144
δ4 ℓ6 +

(
55

48
δ3 +

71

48
δ4

)

ℓ5 +

(
29655

576
δ4 +

263

32
δ3 +

185

64
δ2

)

ℓ4

+

(
25

8
δ +

563

32
δ2 +

551

24
δ3 +

899

96
δ4

)

ℓ3

+

(
259

16
δ +

999

32
δ3 +

5413

576
δ4 +

2481

64
δ2 +

5

4

)

ℓ2

+

(
427

16
δ +

73

2
δ2 +

497

24
δ3 +

79

16
δ4 +

23

4

)

ℓ

+
199

16
δ2 +

109

8
δ +

43

8
δ3 +

13

2
+

17

16
δ4

Im Beweis von Satz 5.1 potenzieren wir nun beide Seiten der Bedingung mit
6

δ2ℓ3
(1 + O(1/ℓ)). Somit ergibt sich für den Exponenten von 2

6 m (4ω + m + 3)

4 δ2 ℓ3(1 + O(1/ℓ))
≤

(
25

24
δ2 ℓ3 +

(
71

8
δ2 +

55

8
δ

)

ℓ2 +

(
789

16
δ +

2965

96
δ2 +

555

32

)

ℓ

+
1689

16
+

75

4δ
+

899

16
δ2 +

551

4
δ + O(δ2/ℓ)

)

(1 −O(1/ℓ))

≤ 25

24
δ2ℓ3 + 16δ2ℓ2 + 98δ2ℓ + 319δ2 + O(δ2/ℓ)

Dann werden die Terme 2−
6 m (4 ω+m+3)

4 δ2 ℓ3
(1−O(1/ℓ)) und

(
(δ+1)(δ+2)

2

)−O(1/ℓ)
zusammen-

gefasst. Es gilt

(
(δ + 1)(δ + 2)

2

)−O(1/ℓ)

= 2−(log((δ+1)(δ+2))−1)O( 1
ℓ ) = 2

−O
(

log(δ)
ℓ

)

Um die Abschätzung (5.3) zu erhalten wird nun mit 1/δ potenziert. Dies liefert

25

24
δ ℓ3 + 16 δ ℓ2 + 98 δ ℓ + 319 δ + O(δ/ℓ) + O

(
log(δ)

δ ℓ

)

als Exponenten von 2. Wird nun ℓ = ⌊1/ε⌋ gesetzt erhalten wir den gewünschten Ex-
ponent

25 δ

24 ε3
+

16 δ

ε2
+

98 δ

ε
+ 319 δ + O (δ ε) + O

(
log(δ) ε

δ

)

=
25 δ

24 ε3
+ O

(
δ2

ε2

)

von 2.

Hierzu analog verläuft auch die Abschätzung des Exponenten von 2 für die modulare
rechte untere Dreiecksform ohne zusätzliche Shifts (Satz 5.5). Daher wird diese Ab-
schätzung nicht mehr explizit aufgeführt.
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B.2 Abschätzung für den Exponenten von 2 für die

modulare Rechtecksform ohne zusätzliche Shifts

Nun werden wir die Abschätzung des Exponenten von 2 im Satz 5.2 angeben. Zur
Erinnerung:

Satz
Es sei f(y, z) ∈ Z[y, z] ein Polynom vom Grad δ in y und z. Es seien Y und Z natürliche
Zahlen, welche für ein ε ∈ (0, 1]

Y Z < 2−
(

δ
ε3 + O

(
δ
ε2

))

N
2
3δ −O

(
ε
δ

)

erfüllen. Dann können alle Nullstellen (y0, z0) modulo N des Polynoms f(x, y) mit
|y0| ≤ Y, |z0| ≤ Z in Zeit polynomiell in log N und δ gefunden werden.

Der Exponent von 2 ist nach der Bedingung aus Satz 3.4 −m (4 ω+m+3)
4 , wobei

m =
(ℓ + 2)(2 δ2 ℓ2 + 5 δ2 ℓ + 6 δ ℓ + 6 + 2 δ2 + 6 δ)

6

=
2 δ2 ℓ3 + 9 δ2 ℓ2 + 6 δ ℓ + 6 ℓ + 20 δ ℓ + 10 δ2 ℓ + 12 + 16 δ

6

und

ω = (ℓ + 2)(δ + δ ℓ + 1)2

= 5 δ2 ℓ + 4 δ2ℓ2 + 6 δ ℓ + δ2 ℓ3 + 2 δ ℓ2 + ℓ + 2 δ + 4 δ + 2

ist. Es gilt also

m (4ω + m + 3)

4
=

13

36
δ4 ℓ6 +

(
11

6
δ3 +

37

12
δ4

)

ℓ5 +

(
491

36
δ3 +

1465

144
δ4 +

15

4
δ2

)

ℓ4

+

(
143

6
δ2 +

7

2
δ +

193

12
δ4 +

346

9
δ3

)

ℓ3

+

(
451

9
δ3 +

75

4
δ +

5

4
+

433

36
δ4 +

3929

72
δ2

)

ℓ2

+

(
65

2
δ +

10

3
δ4 +

260

9
δ3 +

1873

36
δ2 +

23

4

)

ℓ

+
148

9
δ + 18 δ +

16

3
δ3 +

13

2

Nun werden beide Seiten der Bedingung

X
δ2 ℓ3

3
(1+O(1/ℓ))(Y Z)

δ3 ℓ3

2
(1+O(1/ℓ)) < 2−

m (4 ω+m+3
4 W

δ2 ℓ3

3
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mit 6
δ2 ℓ3(1+O(1/ℓ)

potenziert. Dies liefert den folgenden Exponenten von 2:

6 m (4ω + m + 3)

4δ2ℓ3(1 + O(1/ℓ))
≤ 6 m (4ω + m + 3)

4δ2ℓ3
(1 −O(1/ℓ))

=

(
13

6
δ2 ℓ3 +

(

11 δ +
37

2
δ2

)

ℓ2 +

(
491

6
δ +

1465

24
δ2 +

45

2

)

ℓ

+ 143 +
21

δ
+

193

2
δ2 +

692

3
δ + O(δ2/ℓ)

)

(1 −O(1/ℓ))

≤ 13

6
δ2 ℓ3 +

(

11δ +
37

2
δ2

)

ℓ2 +

(
491

6
δ +

1465

24
δ2 +

45

2

)

ℓ

+143 +
21

δ
+

193

2
δ2 +

692

3
δ + O(δ2/ℓ)

Dann fassen wir die Terme 2−
6 m (4 ω+m+3)

4δ2ℓ3
(1−O(1/ℓ)) und ((δ + 1)2)−O(1/ℓ) zusammen.

Da

((δ + 1)2)−O(1/ℓ) = 2−2 log(δ+1)·O( 1
ℓ ) = 2

−O
(

log(δ)
ℓ

)

gilt, erhalten wir als Exponenten von 2:

−
(

13

6
δ2 ℓ3 +

(

11 δ +
37

2
δ2

)

ℓ2 +

(
491

6
δ +

1465

24
δ2 +

45

2

)

ℓ

+143 +
21

δ
+

193

2
δ2 +

692

3
δ + O

(
δ2

ℓ

)

+ O
(

log(δ)

ℓ

))

≥ −
(
3 δ2 ℓ3 + O(δ2 ℓ2)

)

Um nun Abschätzung (5.6) zu erhalten wird in Beweis von Satz 5.2 mit 1
3 δ potenziert.

Damit erhalten wir folgenden Exponenten für 2, welche wir weiter abschätzen.

m(4ω + m + 3)

2δ3ℓ3
+ O

(
log(δ)

ℓ

)

≤ 13

18
δℓ3 +

(
11

3
+

37

6
δ

)

ℓ2 +

(
491

18
+

1465

72
δ +

15

2δ

)

ℓ

+
143

3δ
+

7

δ

2

+
193

6
δ +

692

9
+ O

(
δ

ℓ

)

+ O
(

log(δ)

δ ℓ

)

≤ δℓ3 + 10δℓ2 + 56δℓ + 164δ + O
(

δ

ℓ

)

Setzen wir nun ℓ = ⌊1/ε⌋ liefert uns dies den gewünschten Exponenten von 2:

δ

ε3
+

10δ

ε2
+

56δ

ε
+ 164δ + O(δε) =

δ

ε3
+ O

(
δ

ε2

)

.
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