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1 Einleitung

Es gibt viele verschiedene Moglichkeiten fiir die Nullstellensuche bei univariaten Po-
lynomen. So gibt es beispielsweise numerische Verfahren zur Bestimmung univariater
Nullstellen wie das Newton-Verfahren. Fiir univariate Polynome bis zum Grad 4 lassen
sich aber auch allgemeine Losungsformeln fiir die Nullstellen direkt angeben.

Weitaus schwieriger wird jedoch die effiziente Bestimmung von Nullstellen im Fall mul-
tivariater Polynome und im modularen Fall. Im modularen Fall sind die Nullstellen
eines multivariaten Polynoms modulo einer zusammengesetzen Zahl N mit unbekann-
ter Faktorisierung gesucht. Wir mochten uns in dieser Arbeit mit der Nullstellensuche
bei ganzzahligen Polynomen in diesen Féllen befassen. Bisher sind nur Algorithmen
bekannt, die nur dann die Nullstellen multivariater ganzzahliger beziehungsweise mo-
dularer Polynome effizient berechnen kénnen, wenn diese geniigend klein sind. Unser
Ziel bei der Konstruktion solcher Algorithmen ist, diese Schranken zu maximieren.

Betrachten wir die Problemstellung fiir den bivariaten ganzzahligen Fall einmal genau-
er: Es seien X und Y obere Schranken fiir die gesuchten Nullstellen des ganzzahligen
Polynoms p(z, y). Dann suchen wir ein Paar (xg, yo), sodass p(xo, o) = 0 und |zg| < X
und |yo| < Y gilt. Dabei ist unser Ziel die Schranken X und Y zu maximieren.

Im Jahr 1996 stellte Coppersmith auf Gittertheorie basierende Methoden zur Bestim-
mung kleiner ganzzahliger Nullstellen von Polynome vor. Zum einen betrachtet er mo-
dulare univariate Polynome und zum anderen bivariate ganzzahlige Polynome [4, 3]. Die
Methode von Coppersmith liefert hierbei jedoch einen umsténdlich und aufwendig zu
implementierenden Algorithmus. Howgrave-Graham [10] gab 1997 eine Vereinfachung
der univariaten modularen Methode von Coppersmith an, welche seither besonderes
in der Kryptanalyse viele Anwendungen gefunden hat. Coron [7] gelang es 2004, das
Ergebnis von Coppersmith fiir den bivariaten ganzzahligen Fall auf eine neue Weise dar-
zulegen und zu beweisen. Dabei benutzt er ebenso wie Coppersmith die Gitterreduktion,
betrachtet allerdings keine Untergitter. Dies vereinfacht seinen Beweis im Vergleich zu
Coppersmith’; er biifit allerdings auch Qualitéit bei den erzielten Schranken ein.

Wie bereits erwéhnt, betrachtet Coppersmith den univariaten modularen und den biva-
riaten ganzzahligen Fall. Die Beweismethoden von Coppersmith fiir diese beiden Félle
sind zwar in der Struktur sehr #hnlich, unterscheiden sich aber in einigen wesentlichen
Details. Im Jahre 2005 zeigten Blomer und May [1], dass der univariate modulare Fall
als Spezialfall des bivariaten ganzzahligen Falls aufgefasst und bewiesen werden kann.

Blomer und May geben in ihrer Arbeit [1] eine flexible Formulierung des Ergebnisses von
Coppersmith an: Die Schranken der Nullstellen des betrachteten Polynoms p(z,y) wer-
den in Abhéngigkeit von Monom-Mengen angeben, die beziiglich des Polynoms p(x, y)



gewéhlt werden. Die Nullstellen von p(z,y), die diesen Schranken geniigen, kénnen dann
in Polynomialzeit berechnet werden. Diese Formulierung hat den Vorteil, dass das Er-
gebnis ohne jegliche Kenntnis iiber Gittertheorie als eine Art "Blackbox” angewandt
werden kann.

Wir werden in dieser Arbeit zuniichst den bivariaten ganzzahligen Fall des Satzes von
Coppersmith in der Formulierung von Blémer und May angeben. Allerdings nutzen wir
im Beweis nicht die Methode von Coppersmith, sondern verwenden die Beweismethode
von Coron. Damit erhalten wir zwar ein etwas schlechteres Ergebnis, gleichzeitig miissen
aber die Monom-Mengen eine wesentlich schwiichere Bedingung erfiillen.

Diese Methode ldsst sich auf den trivariaten ganzzahligen Fall iibertragen. Dabei wird
die Methode allerdings heuristisch. Denn wir kénnen nicht gewéhrleisten, dass die Poly-
nome, welche wir durch Gitterreduktion erhalten, teilerfremd sind. Somit l&sst sich nicht
sicherstellen, dass alle im Beweis der Methode benétigten Resultanten von 0 verschieden
sind.

Auch im trivariaten Fall formulieren wir das Ergebnis nur in Abhéngigkeit des be-
trachteten Polynoms p(x,y, z) und zweier Mengen von Monomen, welche beziiglich des
Polynoms p(z,y, z) gewihlt werden. Die Formulierung unseres Ergebnisses erlaubt uns,
so wie in [1] das Maximierungsproblem der Schranken als Optimierungsproblem iiber
zwei Mengen von Monomen zu betrachten. Das bedeutet, wir kénnen das Ergebnis als
"Blackbox” fiir die Optimierung der Nullstellenschranken trivariater Polynomen von
spezieller Form nutzen.

In dieser Arbeit werden wir die Schranken ausschlieflich fiir bivariate modulare Po-
lynome analysieren, welche wir als trivariate ganzzahlige Polynome auffassen. Dabei
betrachten wir verschiedene Formen des Newton-Polygons der bivariaten modularen
Polynome. Es stellt sich heraus, dass der bivariate modulare Fall als Spezialfall des
trivariaten Falls aufgefasst werden kann.

Ein Beispiel dafiir bietet das Polynom von Boneh und Durfee [2]. Wiener [15] zeigte
1990, dass das RSA-Verschiisselungssystem gebrochen werden kann, wenn ein geheimer
Schliissel d mit d < N%2% benutzt wird. Boneh und Durfee verbessern dieses Ergebnis,
indem sie den geheimen Schliissel d als Nullstelle eines modularen Polynoms bestimmen,
welches sich aus der RSA-Schliisselgleichung ergibt. Dabei erhalten sie, dass der gehei-
me Schliissel d in Polynomialzeit berechenbar ist, wenn d < N92% gilt. Wir werden in
dieser Arbeit das Polynom von Boneh und Durfee als trivariates ganzzahliges Polynom
betrachten und so die gleichen Ergebnis erhalten. Dies ist nur ein Beispiel fiir die wich-
tige Rolle, die die Coppersmith-Methode in der Kryptanalyse von Kryptosystemen wie
RSA spielt.

Die Arbeit gliedert sich in folgende Teile:

Kapitel 2 In diesem Kapitel geben wir zunéchst eine kurze Einfithrung in die Git-
tertheorie, soweit wir sie in der Arbeit benttigen. Im zweiten Abschnitt des Ka-
pitels fithren wir den Begriff der Norm eines Polynoms ein. Insbesondere befassen
wir uns mit dem Zusammenhang zwischen der Norm zweier Polynome und ihrer



Teilbarkeitsbeziehung. Abschliefend erldutern wir weitere mathematische Grund-
lagen, welche wir im Verlauf der Arbeit benotigen werden.

Kapitel 3 Wir geben zunichst obere Schranken fiir die Nullstellen bivariater ganz-
zahliger Polynome an. Alle Nullstellen, die diesen Schranken geniigen, kénnen in
polynomieller Zeit gefunden werden. Unser Ergebnis ist geringfiigig schlechter als
das entsprechende Ergebnis von Coppersmith. Der Beweis beruht auf einer Me-
thode von Coron und liefert einen Polynomialzeit-Algorithmus zur Nullstellensu-
che bei bivariaten ganzzahligen Polynomen, sofern die Nullstellen den angebenen
Schranken geniigen. Anschlielend untersuchen wir die Schranken konkret fiir ein
Polynom p(z,y) vom Grad ¢ in jeder Variablen. Abschlielend verallgemeinern wir
den bivariaten ganzzahligen Fall auf die trivariaten ganzzahigen Fall.

Kapitel 4 Die in Kapitel 3 genannten Schranken werden in Abhéngigkeit von zwei
Monom-Mengen S und M angeben. Diese Mengen spielen bei der Optimierung
der Schranken eine entscheidende Rolle. Daher richten wir in diesem Kapitel unser
Augenmerk auf mogliche Konstruktionen fiir die Mengen S und M sowohl fiir den
bivariaten ganzzahligen als auch fiir den bivariaten modularen Fall, welchen wir
als trivariaten ganzzahligen Fall auffassen.

Kapitel 5 Hier befassen wir uns mit der Optimierung der Schranken im bivariaten mo-
dularen Fall aufgefasst als trivariaten ganzzahligen Fall. Dabei héngt die Optimie-
rung von der Form des Newton-Polygons N(f) des Polynoms f(y, z) ab, welches
wir modulo einer ganzen Zahl N mit unbekannter Faktorisierung betrachten. Der
Satz von Coron fiir den trivariaten Fall, welchen wir im Kapitel 3 kennengelernt
haben, dient uns als "Blackbox” bei der Analyse.

Kapitel 6 In diesem Kapitel verwenden wir die Methode von Coron und Coppersmith
im trivariaten ganzzahligen Fall fiir die Kryptanalyse des RSA-Kryptosystem.
Zunichst beweisen wir das Ergebnis von Boneh und Durfee [2]. Es besagt, dass
der geheime Schliissel d im RSA-Verfahren in Polynomialzeit berechnet werden
kann, sofern d < N92% gilt. Hier ist N der RSA-Modul. AnschlieBend geben
wir zwei Angriffe auf RSA an, bei denen die hochstwertigen Bits des geheimen
Schliissels bekannt sind [8].



2 Grundlagen iiber Gitter und
Polynome

2.1 Der LLL-Algorithmus

Gitter sind diskrete, additive Untergruppen des R”. Sie sind als Punktmengen des Vek-
torraums R™ Gegenstand der von Minkowski entwickelten Geometrie der Zahlen.

Es seien n und k positive ganze Zahlen, fiir welche n > k gilt. Eine Teilmenge L des
n-dimensionalen Vektorraums R™ heiffit Gitter, wenn es eine Menge E von Vektoren im
R"™ gibt, sodass

L=L(E):={rb+ - +rby|bje E,r,cZ}

gilt. Die Menge F heifit erzeugende Menge fiir das Gitter L. Falls £ minimale Kardina-
litdt unter allen erzeugenden Mengen fiir L hat, heifit £ Basis von L. Die Kardinalitit
einer Basis von L wird als Dimension oder Rang dim L des Gitters bezeichnet. Es gelte
k = dim L fiir ein Gitter L C R"™. Ein Gitter hat vollen Rang, wenn k = n ist. Die Basis
[b1,...,bg] eines Gitters L kann als Matrix

B =[b1,...,b] € Rk

dargestellt werden.

(1,1)

(2,0)
Abbildung 2.1: Gitter mit Basis B = [(1,1)(2,0)]

Eine Matrix U € Z™*™ heifit unimodular, wenn det(U) = +1 gilt.



Satz 2.1
Es seien By, By € R¥*™ zwei Basen. Dann gilt £L(By) = L(Bs) genau dann, wenn eine
ganzzahlige unimodulare Matriz U existiert, sodass By = BoU gilt.

Der Beweis kann in [16] nachgelesen werden.

Definition 2.2
Die Determinante eines Gitters L ist gegeben durch

det L := {/det(BTB),

wobei B eine Basis von L ist. Wenn das Gitter vollen Rang hat, gilt

det L = | det B|.

Die Determinate eines Gitters ist eine Invariante; sie ist unabhéngig von der gewéahlten
Basis. Dies kann mit Satz 2.1 gezeigt werden: Es gelte B; = BoU fiir eine unimodulare
Matrix U. Dann gilt

det(BI'B)) = det(UTBIB,U)
= det(UT)det(BI By) det(U)
= det(BI'By),

da die Determinate einer unimodularen Matrix =+1 ist.

Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

Im Rest dieses Abschnitts bezeichnen wir mit (-,-) das Standard-Skalarprodukt auf
dem Vektorraum R™ und definieren die Euklidische Norm eines Vektors v € R"™ als
|lv]| == +/(v,v). Die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung berechnet zu einer gegebenen
Basis B = [by, ..., by] C R™* eine orthogonale Matrix B*. Eine Matrix B* = [b}, ..., byl
heifit orthogonal, wenn <b2‘ ,b;f> =0 fiir alle 1 <14 < j < k gilt. Zu einer gegebenen
Basis B = [by,...,b;] wird die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung folgendermafien be-
rechnet:

1—1
bE=bi— Y bl firi=1,... k, (2.1)
j=1

wobel

(1)

und b} = by ist.

Da die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung B* einer Gitterbasis B im Allgemeinen nicht



aus Gittervektoren besteht, wird eine Gitterbasis gesucht, die moglichst "nah” an der
Gram-Schmidt-Orthogonalisierung liegt. Ein Maf§ fiir die Abweichung von der Gram-
Schmidt-Orthogonalisierung ist der sogenannte Orthogonalitidtsdefekt

bl el

oB) V/det(BTB)’

wobel B eine reelle n x k-Matrix ist.

Definition 2.3

. . . . ; . bi,b} L .
FEine Gitterbasis B = [by,...,b,] mit b; = 22:1 pijb;, wobei u;; = éb;’bj;é fir j < i
und py; =1 ist, heiffit schwach-reduziert oder lingenreduziert, wenn die Gram-Schmidt-
Koeffizienten

g | < (2.2)

N |

fir1 <j <i<m erfillen.

Lenstra, Lenstra und Lovész fithrten 1982 den Begriff der (LLL-)reduzierten Gitterbasis
ein und stellten einen Algorithmus vor, der eine solche Basis in Polynomialzeit berech-
net [11]. Fiir diese reduzierten Basen lassen sich die folgenden Abschétzungen zeigen,
die wir in Kapitel 3 fiir den Beweis unseres Hauptergebnisses benotigen. Im Rest des
Abschnitts werden ausschliellich Gitter mit vollem Rang betrachtet. Dies stellt keine
Einschrankung dar, denn alle Ergebnisse lassen sich leicht auf nicht-volldimensionale
Gitter tibertragen.

Definition 2.4
Fine Gitterbasis B = [by,...,by] des Gitters L C R™ heifit (LLL-)reduziert, falls

(i) die Basis schwach reduziert ist und

(7i) (Lovdsz-Bedingung)
fir alle 1 <1 <mn gilt, dass

3 _
LI < b (D17, (2.3)

wobei biy1(1) = bi 1 + wit1,:b; die Projektion von b1 auf das orthogonale Kom-
plement von Rb;+- - -+Rb;_1 und B* = [b},...,b}] die zugehirige Gram-Schmidt-
Orthogonalisierung ist.

Lemma 2.5
Fiir eine reduzierte Gitterbasis B = [by,...,b,] und die zugehérige Gram-Schmidt-
Orthogonalisierung B* = [b7,...,b%] von B gilt

)

6 11* < 21|54 |1* fari=1,...,n— 1.



Beweis: Da die Basis B reduziert ist, gilt fiir 1 <i < n — 1 die Bedingung (2.3):

3k .
ZH@HQ < i (9|
i1 + piv1,ib; |2
= I lP 4 pdlb P
2.2

) 1
< lbiall® + o

Daraus folgt direkt
1 >k >k
iubi I < 1167412

Mit diesem Lemma lassen sich die folgenden Abschéitzungen zeigen.

Satz 2.6

Es sei B = [by,...,by] eine reduzierte Basis des Gitters L C R" und B* = [b],..

die zugehorige Gram-Schmidt-Orthogonalisierung. Dann gilt

()

1b5]1> < 27 H[p |1 fiir 1 <5 <i <,

(i)

n(n—
4

det(L) < T IIball < 25 det (1),
i=1

(iii)
[be|| < 27T det(L)x.
Beweis:
(i) Aus Lemma 2.5 ist bekannt, dass
167 411> < 20bf]1>  firl<i<n
gilt. Induktiv folgt

Ib%)2 < 277|672 fir 1<) <i<nm

b

5 Up

(2.4)



Weiterhin ldsst sich b; folgendermaflen abschétzen

1—1
il = 612+ > 151
J=1
1—1 1
< H@‘H”ZZH@!V
j=1
(24) %12 — 1 1—J || H* |2
< IBIP Y g2
j=1
1 i *1(12
= (4@ -2
< 2 hpr) A

Dies liefert insgesamt
o112 < 277 Hjb3|* < 277127 jo7 |2 < 27 |2

fir 1 < j <i<n.
(ii) Aus (2.1) folgt zunéchst, dass

det(L) = | det(by, ..., by)| = | det(b?,...,b%)|

gilt. Mit der paarweisen Orthogonalitidt der Basisvektoren b gilt weiterhin:
n
det(L) = |det(b], ..., by)[ = [T lIo71]
i=1

Zusammen mit ||b7]| < ||b;|| und ||b;]] < Q%Hb;‘H liefert dies

n
n(n—1)

i)l < TT 27 el < 2T det(L).
1 =1

det(L) =TT 1671l <
=1 7

(iii) Nach (i) gilt

n(n—1)

ool =TT loul® < TT 2 e 11P =27 det(L)%.
=1 =1

Daraus ergibt sich insgesamt

1by|| < 27T det(L)x.



Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden ausschliefilich ganzzahlige Gitter betrachtet,
da wir nur ganzzahlige Gitter ben6tigen und verwenden werden. Der von Lenstra, Len-
stra und Lovéasz entwickelte LLL-Algorithmus berechnet in polynomieller Zeit zu einer
gegeben ganzzahligen Gitterbasis eine reduzierte Basis:

Der LLL-Algorithmus baut auf der Definition 2.4 auf. Die Gitterbasis wird schwach-
reduziert, indem die Gram-Schmidt-Koeffizienten ganzzahlig gerundet werden. Anschlie-
Bend wird iiberpriift, ob die Lovasz-Bedingung verletzt ist. Ist dies der Fall werden die
entsprechenden Gittervektoren vertauscht und es wird erneut schwach-reduziert. Die-
ser Vertauschungsschritt wird solange wiederholt, bis die Lovéasz-Bedingung nicht mehr
verletzt ist.

Der Algorithmus bendétigt die folgende Laufzeit:

Satz 2.7

Es sei L C Z" ein Gitter mit Basis [by,...,by] und A € R, A > 2, A = maxg||bk||. Dann
berechnet der LLL-Algorithmus eine reduzierte Basis fiir L und bendtigt dazu hdchstens
O(n*log A) arithmetische Operationen beziehungsweise O(n®log? A) Bit-Operationen.

Details des Algorithmus’ sowie die Analyse der Laufzeit sind nachzulesen in [11].

Fiir die ganzzahligen Gitterbasen wird in dieser Arbeit nicht nur eine Abschéitzung des
Basisvektors by, sondern auch eine Abschitzung fiir den zweiten Basisvektor by einer
LLL-reduzierten Gitterbasis benotigt. Hier wird eine Abschétzung fiir einen beliebigen
Basisvektor einer reduzierten ganzzahligen Gitterbasis angegeben (vgl.[12]).

Satz 2.8
Es sei B = [by,...,by] eine LLL-reduzierte Gitterbasis des ganzzahligen Gitters L C Z™.
Dann gilt

_n(n—1)
||bs]| < 23071 det(L) n—£+1fﬁr i=1,...,n.

Insbesondere liefert dies eine Abschdtzung fiir den zweiten Basisvektor by:
Iba] < 2% det(L) 7T

Beweis: Es bezeichne B* = [b], ..., b} die zur Gitterbasis B zugehorige Gram-Schmidt-

Orthogonalisierung. Fiir eine LLL-reduzierte Basis B = [by, ..., b,] gilt nach Lemma 2.6
die Abschitzung

Hb|]<2 Hb*Hfurl<z<g<n

Diese Ungleichung wird fiir einen festen Basisvektor b; einmal fiir alle j, ¢ < 7 < n
angewendet, was Folgendes ergibt

n

i~ < H 31

10



Da das Gitter L und somit auch by ganzzahlig ist, gilt ||bj|| = ||b1]| > 1. Die Basis ist
LLL-reduziert. Daher erhalten wir zusammen mit Lemma 2.5

1< [I65] < 277 b5 fiw 1< G <.

Hiermit lasst sich nun folgende Abschétzung fiir ||b;|| angeben
n j—1
—i izl
loaf"= < TT27= 1v3ll
j=i

i—1
> |

IA
r

151

Es folgt
_n(n=1)
il < 23D det(L) w1

2.2 Schranken fiir Polynome

In diesem Abschnitt leiten wir einige Beziehungen zwischen den Normen von Polynomen
und ihrer Teilbarkeitsbeziehung her. Diese benttigen wir spéter, um die Teilerfremdheit
zweier Polynome sicherzustellen. Des Weiteren geben wir eine Schranke fiir die Norm
eines Polynoms an, die uns garantiert, dass die Nullstellen modulo einer ganzen Zahl n
bereits Nullstellen iiber Z sind.

Es wird folgende Notation benutzt: Fiir ein Polynom h(z,y,z) = Z”k hijkaciyjzk
definieren wir die Euklidische Norm |[/h[|? := ik |hije|* und die Maximumsnorm
|h]loo := max; j |hiji|. Die gleiche Notation wird auch fiir den bivariaten und univa-
riaten Fall verwendet.

Die nachfolgenden Lemmata benttigen wir zum Beweis der Hauptaussagen dieser Ar-
beit. Wir geben die Lemmata jeweils fiir den bivariaten und trivariaten Fall an. Die
Beweise der bivariaten Versionen der Lemmata sind nachzulesen in [7]. Sie beruhen auf
einem Ergebnis von Mignotte. Fiir den trivariaten Fall erhalten wir &hnliche Ergeb-
nisse. Thre Beweise verlaufen analog zu den Beweisen des bivariaten Falls. Sie beruhen
ebenfalls auf dem folgenden Ergebnis von Mignotte [13].

Satz 2.9 (Mignotte)
Es seien f(x) und g(z) zwei von 0 verschiedene Polynome tiber Z mit deg f < k und f
teile g in Z[x]. Dann gilt

lgll = 2% flloo-

11



Lemma 2.10

Es seien a(z,y) und b(x,y) zwei von 0 verschiedene Polynome iiber Z vom maximalen
Grad dy, dy in © und y mit der Eigenschaft, dass b(x,y) eine Vielfaches von a(x,y) in
Zlz,y] ist. Dann gilt

[b]] > 27 @ADEA g o

Lemma 2.11

Es seien a(z,y) und b(x,y) wie in Lemma 2.10. Weiter sei a(0,0) # 0 und b(x,y) teilbar
durch eine ganze Zahl v # 0, sodass der konstante Term a(0,0) des Polynoms a(z,y)
und r teilerfremd sind. Dann ist b(z,y) teilbar durch r - a(z,y) und

[b]] = 27 ADEHD ) - la] oo

Nun formulieren wir diese Ergebnisse fiir den trivariaten Fall und beweisen sie mit Hilfe
des Satzes von Mignotte 2.9.

Lemma 2.12

Es seien a(z,y, z) und b(x,y,z) zwei von 0 verschiedene Polynome iiber Z. mit mawi-
malem Grad dy,d, und d, in x,y und z, sodass l;(x,y,z) ein Vielfaches von a(z,y, z)
in Zlz,y, z] ist. Dann gilt

|]| > 2~ (D +D(d=+1) ) 5

] oo-

Beweis: Wir setzen in 2.9

f(z) = d(m,deH,x(dI“)(dﬁl)).

Dann gilt
deg f <dy +dy(dy +1)+d.(dy +1)(dy + 1) < (dy +1)(dy + 1)(d> + 1)

und die Polynome a(x,y, z) und f(z) haben die gleiche Liste von 0 verschiedener Ko-
effizienten. Daher gilt ||a]|cc = || f]|co- Analog setzen wir

g(x) = B(x,xd’H x(dz+1)(d9+l))

) Y

dann gilt ||g|| = ||b]|. AuBerdem ist f(z) ein Teiler von g(z) in Z[z]. Mit dem Ergebnis
von Mignotte (Satz 2.9) erhalten wir nun

1Bl = llgll = 27 (=FDBFVEAD p)| o = o~ A DEFDE+D 5)
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Lemma 2.13

Es seien a(x,y, z) und b(x,y, z) wie in Lemma 2.12. Es sei a(0,0,0) # 0 und b(z,y, z)
teilbar durch eine ganze Zahl r # 0 mit der Eigenschaft, dass ggT(a(0,0,0),r) = 1.
Dann ist b(x,y, z) teilbar durch r - a(z,y, z) und es gelte

[off > 27 (@A DAADEAD | G|,

Beweis: Es sei a(x,y,2) = 3 a;jx2'y’2*. Dann ist agoo = @(0,0,0) der konstante Term
des Polynoms a(z,y, z). Es sei A(z,y, z) das Polynom mit

EL(I‘,y,Z) : )\(J?,y,Z) = B(az,y,z).

Wir wollen zeigen, dass r ein Teiler von A(z,y, z) ist.

Dazu nehmen wir zunéchst an, dass r das Polynom A(z,y, z) nicht teilt.

Es sei Aj; ein Koeffizient von ziyI 2% in \(z,y, z), der nicht durch r teilbar ist. Wir
wihlen das beziiglich der lexikographischen Ordnung kleinste Tripel (i, 7, k), sodass
Aijk nicht durch r teilbar ist.

Da

bijk = aoooNijk + @100 Ni—1,jk + @010 Aij—1k + @001 Nijk—1---

=0 modr
ist, gilt bijk = Aijk - @(0,0,0) mod r, wobei b, der Koeffizient von xiy/z* in b(x,y, z)
ist. Da @(0,0,0) modulo r invertierbar ist und b;j; = 0 mod r, liefert r { A;;;, einen
Widerspruch. Somit teilt r das Polynom A(x,y,z) und ra(z,y,z) teilt b(z,y, z). Um
die gewiinschte Abschitzung zu erhalten, wird Lemma 2.12 auf ra(z,y, z) und 5(:1;, Y, 2)
angewendet. O

Auch das Lemma von Howgrave-Graham [10], welches Coron [7] fiir den bivariaten Fall
zeigt, lasst sich auf den trivariaten Fall verallgemeinern.

Lemma 2.14 (Howgrave-Graham)

Es sei h(z,y,z) € Z[x,y,z| die Summe wvon hichstens w Monomen. Wenn
h(zo,y0,20) = 0 modn mit |zg|] < X,|yo| < Y und |20] < Z ist und
|h(zX,yY,27)| < % gilt, dann gilt auch h(zo,yo, z0) = 0 dber Z.

Beweis: Es gilt:
(20,50, 20)] = | > hijeabylzo)|

- e (2) (9 (2)

© Sz () (%) (3)
< D lhin x) \yv) (7) |
< D lhip XY 2
< Vw|h(zX,yY, 2Z)|
< n.
Da h(xo,y0,20) =0 mod n, gilt auch h(x, yo, z0) = 0 iiber Z. O
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2.3 Weitere Grundlagen

2.3.1 Die Resultante

Es sei R ein Ring. Ferner seien f = Y qc,c, fit', ¢ = Y gcicm 9i2" Polynome mit
Koeffizienten f;, g; € R vom Grad n beziehungsweise m. Fiir d € N definieren wir

P;:={a € R[z]|dega < d}.

Wir betrachten fiir die Polynome f, g € R[x] mit n := deg f und m := deg g die folgende
lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen der Dimension n + m

0o @ P x Py — Puim
(s,t) +— sf+tg.

Die Sylvestermatriz Syl(f,g) ist die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung ¢y.

In 9m
fn—l fn Im—-1 Gm
In g1
Syl(f,9) = fn._l % , ,
0 m
Jo :
fo
o %

Dabei enthalten die ersten m Spalten der Matrix die Koeffizienten von f und die letzten
n Spalten die Koeffizienten von g¢.

Die Resultante res(f,g) ist definiert als Determinante der Sylvestermatrix von f und
g:
res(f,g) = det(Syl(f,9))-

Falls wir zwei bivariate Polynome f(z,y) und g(z,y) mit Koeffizienten im Ring R
betrachten, berechnen wir die Resultante beziiglich z oder beziiglich y. Falls wir bei-
spielsweise die Resultante res,(f,g) von f und g beziiglich der Variablen y berechnen
wollen, fassen wir f(x,y) und g(z,y) als Polynome in y mit Koeffizienten im Ring R][z]
auf. Die Resultante res,(f, g) von f und g beziiglich y ist somit ein Polynom in x. Ana-
log kénnen wir fiir zwei trivariate Polynome f, g die Resultanten res,(f, g) beziiglich x,
resy (f, g) beziiglich y und res,(f, g) beziiglich z berechnen.

Wir benétigen in dieser Arbeit die folgende wichtige Eigenschaft der Resultante [9]:

14



Satz 2.15
Es sei R ein Euklidischer Ring und f,g € R[x] zwei Polynome. Dann gilt

geT(f,g9) = 1 <= res(f,g) #0.

Beweis: Es gelte ggT(f,g) > 1. Dann existiert ein Tupel (s,t) € P, x P, \ {(0,0)} mit
sf +tg = 0 und das Paar (s,t) liegt im Kern ker . Somit ist (g nicht injektiv und
folglich auch kein Isomorphismus. Daher ist auch die Darstellungsmatrix Syl(f, g) nicht
invertierbar und ihre Determinate ist 0. Somit ist res(f, g) = det(Syl(f,g)) = 0.

Es gelte andererseits res(f,g) = 0. Dann ist die Matrix Syl(f, g) nicht invertierbar.
Daher ist g kein Isomorphismus. Da es sich um eine lineare Abbildung zwischen zwei
Vektorrdumen der gleichen Dimension handelt, ist ¢ also nicht injektiv. Das heifit, es
existiert ein Paar (s,t) € Py, x P, mit (s,t) # (0,0) und sf 4+ tg = 0. Daraus folgt nun,
dass der ggT von f und ¢ nicht trivial ist. O

2.3.2 Lexikographische Ordnung

Es seien (ai,...,an) und (a},...,a),) Elemente aus Z". Dann ist (a1,...,a,) beziig-
lich der lexikographischen Ordnung kleiner als (af,...,al), wenn in (ai,...,a,) —
(ay,...,al) € Z™ das erste von 0 verschiedene Element negativ ist. Dies bedeutet,

es gilt a < aj, fiir ein k < n und a; = o fir alle i < k.

Es seien M = z§'---2% und M’ = 2! .- 2%" zwei Monome. Dann ist M’ lexikogra-
phisch kleiner als M, wenn der Multiindex (e}, ...,e),) von M’ lexikographisch kleiner
ist als der Multiindex (e, ..., e,) von M.
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3 Die Ergebnisse von Coron und
Coppersmith

Coppersmith stellte 1996 einen Algorithmus zur Nullstellensuche bei bivariaten ganz-
zahligen Polynomen vor [3]. Mit diesem Algorithmus lassen sich die Nullstellen eines
Polynoms in polynomieller Zeit berechnen unter der Voraussetzung, dass die Losungen
hinreichend klein sind.

Der Beweis von Coppersmith beruht auf Gitterredukion. Allerdings ist der Beweis sehr
aufwendig. Coron stellt in [7] einen vereinfachten Zugang zu diesem Problem vor. Das
fiihrt jedoch zu einer etwas schlechteren Schranke als bei der Methode von Coppersmith.
Auflerdem betrachtet er nur zwei Spezialfille in Bezug auf die Form des zu untersu-
chenden Polynoms.

Blomer und May stellen in [1] eine neue, flexible Formulierung der Coppersmith-Metho-
de zur Suche kleiner Nullstellen ganzzahliger bivariater Polynome p(x,y) vor. Dabei
héngt das Ergebnis von zwei Monom-Mengen ab, die beziiglich des betrachteten Poly-
noms p(z,y) gewihlt werden. Diese Methode erlaubt es, die Schranken der Lésungen zu
maximieren. Weiterhin werden in ihrer Arbeit [1] Konstruktionen fiir Monom-Mengen
fiir verschiedenen Formen des Newton-Polygons von p(z,y) angegeben.

Wir werden in diesem Kapitel zunéchst allgemein den bivariaten ganzzahligen Fall des
Satzes von Coppersmith mit den Bezeichnungen von Blomer und May [1] formulie-
ren und ihn mit der Methode von Coron beweisen. Dabei benotigen wir in Bezug auf
die Mengen, die wir betrachten, eine schwichere Bedingung als Coppersmith, erhalten
aber ebenso wie Coron auch etwas schlechtere Schranken im Vergleich zu Coppersmith.
Anschlielend werden wir diese Methode auf den trivariaten ganzzahligen Fall verallge-
meinern.

Zunéchst bendtigen wir noch einige Definitionen.

Definition 3.1

Es sei M eine Menge von Monomen in den Variablen x1,...,x,. Ein Polynom
g(x1,...,xy) ist definiert iber M oder ein Polynom iiber M genau dann, wenn das
Polynom g(x1,...,x,) dargestellt werden kann als

g(x1,. .., xpy) = Z cupt mit ¢, € Z.
neM
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Ein Polynom p(z1,...,2,) € Zlxi1,...,zy,] ist irreduzibel, falls aus p(zy...,z,) =
flxr, ..o xn) - g(xr, .. xn) mit f(x1,...,20), g(z1,...,2,) € Z[z1,...,z,] folgt, dass
entweder f(z1,...,2,) = =1 oder g(z1,...,x,) = £1 gilt. Dies bedeutet insbesondere,
dass der Inhalt eines irreduziblen Polynoms 1 ist, wobei der Inhalt eines Polynoms p
als grofiter gemeinsamer Teiler der Koeffizienten von p definiert ist.

Weiterhin definieren wir das Newton-Polygon N(f) eines bivariaten Polynoms
f(z,y) = 3 fija'y’ als konvexe Hiille der im Polynom f auftretenden Exponenten
der Monome:

N(f):=conv{(i,j) € N*| f;; #0}.

Diese Definition lésst sich auf den trivariaten Fall {ibertragen. So ist das Newton-Polytop
N(g) eines trivariaten Polynoms g(z,y,z) = > gijra'y’zF definiert als

N(g) :=conv {(i,j, k) € N* | g;j #0} .

3.1 Der bivariate Fall

In seiner Arbeit [7] betrachtet Coron nur bivariate ganzzahlige Polynome p(x,y) mit
Grad ¢ in jeder Variablen beziehungsweise vom totalen Grad §. Wir beweisen in diesem
Abschnitt mit der Methode von Coron eine allgemeine Bedingung fiir die Grofle der
Nullstellen irreduzibler bivariater ganzzahliger Polyome p(x,y) vom Grad d, in x und
dy in y. Anschlieend geben wir fiir bivariate ganzzahlige Polynome vom Grad ¢ in jeder
Variablen eine genauere Schranke fiir die Gréf8e der Nullstellen an und erhalten hier das
gleiche Ergebnis wie Coron [7].

Nun geben wir eine allgemeine Bedingung an, welche Nullstellen bivariater ganzzahliger
Polynome erfiillen miissen, damit sie in Polynomialzeit berechnet werden kénnen.

Satz 3.2 (Coron, bivariater Fall)

Es sei p(z,y) ein irreduzibles ganzzahliges Polynom in zwei Variablen vom Grad héch-
stens dy,dy > 1 in den Variablen x und y und W = ||p(xX,yY)| . Ferner seien S
und M, S C M, Monom-Mengen mit der Eigenschaft, dass fiir alle Monome p € S gilt,
dass p - p(x,y) iber M definiert ist. Wir setzen

s:=|9| m = |M|
Sy 1= Z 1 Sy 1= Z J-
iyl e M\S ziyl e M\S
Es seien k, v und w derart, dass
- k=max{j | %y € S},
- vk =max{i | 2%y’ € S} und
-w=(dg +vk+1)(d,+k+1)
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gilt. Ferner seien X und Y natirliche Zahlen, welche

m(4w+m+3)—4s

Xoayv <2~ h W (3.1)

erfiilllen. Dann konnen alle ganzzahligen Nullstellen (xg,yo) des Polynoms p(z,y) mit
lzo| < X, |yo| <Y in Zeit polynomiell in (log W, m) gefunden werden.

Bevor wir den Satz beweisen, kldren wir noch einige Bezeichnung. Elemente der Menge S
heiflen Shiftmonome. Entsprechend wird die Menge S selbst als Shift-Menge oder Menge
der Shiftmonome bezeichnet. Gleichzeitig werden die Monom-Mengen S und M mit
Mengen in der Eukidischen Ebene R? identifiziert. Es sei S eine Menge von Monomen
in  und y. Dann betrachten wir die konvexe Hiille conv ({(,j) € N* | '3/ € S}) C R
Diese Menge wird zu Vereinfachung auch mit S bezeichnet.

Beweis: Es sei (xg,yo) eine ganzzahlige Nullstelle von p(x,y). Wir setzen

o W= |[lp(zX,yY)lls

o vk := max{j, 2"y’ € S} und

e k:=max{i,z'y € S}.
Dann gibt es ein A € R, sodass d, = Ady gilt. Es wird angenommen, dass pgg 7# 0 und
g8 T (poo, (X7Y)*) =1 gilt.

Ist pgo = 0, so erhalten wir durch einen einfachen Wechsel der Variablen ein Polynom
p*(z,y) mit pf, # 0. Das genaue Vorgehen wird im Anhang A.1 erldutert.

Falls ggT(poo, (XVY)*)) # 1 gilt, wihlen wir Primzahlen X’ und Y’ mit X < X’ < 2X
beziehungsweise Y < Y’ < 2Y, sodass ggT(poo, (X"Y")¥) = 1 gilt. Wir ersetzen dann
im Folgenden X durch X’ und Y durch Y”.

Wir setzen
u=W+((1-W) mod |pool).

Dann lasst sich durch Nachrechnen leicht zeigen, dass
Vm - 2TTW < u < 2W

und ggT (poo,u) = 1 gilt. Wir setzen n = u - (X?Y)*. Da sowohl u und pgo als auch
(X7Y)¥ und pgo teilerfremd sind, gilt auch ggT(poo,n) = 1 und

Vm - 2T XYW < n < 2(XY)FWL (3.2)

Gesucht ist ein Polynom h(z,y), fir das h(zg,y9) = 0 gilt und welches kein Vielfa-
ches von p(zx,y) ist. Da p(z,y) irreduzibel ist, ist dann die Resultante beziiglich y von
p(z,y) und h(z,y) von 0 verschieden und besitzt xo als Nullstelle. So kénnen wir ei-
ne der Variablen eliminieren und die Nullstellensuche im univariaten Fall durchfiihren.
Um ein Polynom A(z,y) mit diesen Eigenschaften zu erhalten, konstruieren wir ein Git-
ter vollen Ranges aus den Koeffizientenvektoren von Polynomen g¢;;(zX,yY’), die die
Kongruenz ¢;j(xo,y0) = 0 mod n erfiillen. Wir wéhlen dann h(2X,yY") mit Hilfe des
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LLL-Algorithmus’ als kurzen Gittervektor. Die Schranken fiir X und Y ergeben sich
daraus, dass h(xg,yp) = 0 iiber Z gelten muss und h(x,y) kein Vielfaches von p(zx,y)
sein darf.

Es sei g(x,y) definiert als das Polynom
q(2,y) = poo p(w,y) mod n.
Fiir alle (7,7) € S definieren wir die Shift-Polynome
gij(w,y) = &'y XY g2, y).
Fiir alle (i,5) € M \ S definieren wir die folgenden Hilfspolynome
gij(x,y) = xiyjn.

Fiir alle (¢,75) € M gilt ¢;j(z0,90) = 0 mod n. Wir betrachten die zugehorigen Poly-
nome G;j(x,y) = ¢;;(xX,yY). Dann sind die Polynome ¢;;(z,y) fiir (i,7) € M durch
(X7Y)* teilbar.

Wenn h(z,y) eine ganzzahlige Linearkombination der Polynome g;;(z,y) ist, dann ist
h(zX,yY) eine Linearkombination der Polynome §;;(z,y) mit den gleichen ganzzah-
ligen Koeffizienten. Das Polynom h(x,y) ist die Summe von héchstens m Monomen,
denn alle Polynome ¢;j(x,y) sind nach der Voraussetzung an die Mengen S und M
iiber M definiert. Es gilt 2(z9,%0) =0 mod n und (X7Y)¥ teilt h(zX,yY). AuBerdem
hat h(z,y) maximalen Grad A\d, + vk beziehungsweise dy, + k in z und y. Die Koeffi-
zienten von h(xX,yY') miissen hinreichend klein sein, sodass h(z,y) die folgenden zwei
Bedingungen erfiillt:

(1) Die Gleichheit h(xg,yo) = 0 gilt nicht nur modulo n, sondern auch iiber Z. Die
Bedingung ist nach der bivariaten Variante des Lemmas 2.14 (vgl [7, Lemma 1])
n

[z X, yY)|| < T

(2) Das Polynom h(z,y) ist kein Vielfaches von p(z,y). Die Bedingung dafiir ergibt
sich aus Lemma 2.11 und lautet

Ih(zX,yY)|| < 27 (X7Y)*'W

mit w = (dy + vk + 1)(dy + k + 1). Diese Bedingung folgt aus der Anwendung
von Lemma 2.11 mit a(z,y) = p(zX,yY), b(z,y) = h(zX,yY) und r = (XY)F.
Wenn die obige Bedingung erfiillt ist, ist h(z X, yY') kein Vielfaches von p(z X, yY").
Daher ist auch h(z,y) kein Vielfaches von p(z,y).

Die erste Bedingung ist erfiillt, wenn die zweite Bedingung erfiillt ist. Denn es gilt

(32 ym - 27 XY )W

n
> 279 XYY )W,
= > — > 27 )W,

da w > m ist.
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Wir moéchten nun ein Polynom h(z,y) finden, dass diese Bedingungen erfiillt. Dazu
betrachten wir das Gitter L, welches durch die Koeffizientenvektoren der Polynome
Gij(z,y) aufgespannt wird. Die Polynome haben m Koeffizienten und es gibt m dieser
Polynome. Dies liefert ein volldimensionales Gitter mit Rang m, da die Polynome nach
Konstruktion linear unabhéingig sind.

1 T Y Ty x? z2y y? zy? x2y?
Goo | XY a10X%Y a0 XY? a11(XY)?
d10 XY a10X?Y | a1 XY?  a11(XY)?
do1 XY a10X?Y a1 XY? a1 (XY)?
d11 XY a10X?Y a1 XY?  a11(XY)?
420 XZn
Go1 X2%¥Yn
qo2 Y2n
di2 XY3n
G22 X2y2p

Abbildung 3.1: Beispiel eines Gitters L fiir § := {xiyj |0<i<k0<j< k:} und
M:= {a'y |0<i<k+60<j<k+6}mitd=1und k=1

Die Koeffizientenvektoren der Polynome §;;(x,y) lassen sich so anordnen, dass sie eine
triangulédre Basis von L bilden. Ein Beispiel fiir eine trianguldre Gitterbasis finden wir
in Abbildung 3.1. Die Determinate ist dann das Produkt der Diagonaleintriage. Die
Shift-Polynome §;;(x,y) fiir (¢,j) € S liefern jeweils als Diagonaleintrag (X7Y)*. Dies
ergibt insgesamt

[[ )" = ()b

(i,9)€S
Die Hilfspolynome ¢;;(z,y) fiir (¢,j) € M \ S liefern
[I Xvin=Xxsysnms
(3,5)eM\S
Also ist die Determinate von L gegeben durch
det(L) = (X Y)ks X Seysupm=s,
Mit (3.2) folgt nun
det(L) < (XY)PsXs=ysv(2W (X7Y)kF)m—s
= 2T (XY XSy Sy, (3.3)

Der LLL-Algorithmus berechnet in Zeit polynomiell in (log W, m) ein von 0 verschiede-
nes Polynom h(z,y) mit der Eigenschaft:

m

h(zX,yY)|| < 27 - det(L)

3=

Somit sind die Bedingungen (1) und (2) erfiillt, wenn gilt

m—1

2" . det(L)m < 27 - (XTY)FW.
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Hieraus ergibt sich mit (3.3) die gesuchte Bedingung

m (4dw+m+3)—4s

XY <27 4 We.

In diesem Fall gilt h(xo,y0) = 0 iiber Z und h(zx,y) ist kein Vielfaches von p(z,y). Das
Polynom p(x,y) ist irreduzibel. Daher gilt laut Satz 2.15, dass die Resultante

Q(l‘) = resy(h(x, y),p(ﬂ:, y))

ein von 0 verschiedenes Polynom mit Q(xg) = 0 ist. Mit Standard-Algorithmen zur
Nullstellensuche kann dann ¢ gefunden werden und yq als Nullstelle von p(zg,y).
O

Betrachten wir nun Polynome vom Grad § in jeder Variablen. Fiir Polynome dieser
Form koénnen wir in Abhéngigkeit vom Grad ¢ und einem fest gewéhlten € > 0 konkre-
te Schranken fiir die Nullstellen angeben, welche in Polynomialzeit berechnet werden
konnen. Bei der Methode von Coppersmith hingegen hingen diese Schranken nur vom
Grad ¢ des Polynoms ab. Dafiir benttigt Coppersmith allerdings eine deutlich stérkere
Bedingung in Hinblick auf die Monom-Mengen als die Bedingung, die wir ben&tigen.
Hierauf werden wir im Kapitel 4 néher eingehen.

Satz 3.3

Es seip(x,y) € Zlz,y] ein irreduzibles bivariates ganzzahliges Polynom mit mazximalem
Grad § in jeder Variablen. Ferner seien X und Y obere Schranken fir die gesuchten,
ganzzahligen Nullstellen (o, yo) und W = ||p(x X, yY)||0o- Falls

1 1 2
Xy <2752~ O ) wss —¢
fiir ein £ € (0,3) gilt, kénnen alle Paare (wo,yo) € Z2, die
p(xo,y0) = 0 mit x| < X, |yo| <V

erfillen, in Zeit polynomiell in (log W, 0) gefunden werden.

Beweis: Diese Schranke lédsst sich aus Satz 3.2 herleiten, indem wir konkrete Monom-
Mengen S und M betrachten. Da das Newton-Polygon N(p) des Polynoms
p(z,y) = Z?:o Z?:o pi;jz'y’ Rechteckform hat, wihlen wir

Si={z'y |0<i<k0<j<k}

und o
M:={a'y |[0<i<k+35,0<j<k+d}.

Der Parameter k& € N wird in Abhéngigkeit von e spéter passend gewéhlt. Fiir diese
Mengen S und M gilt offensichtlich, dass fiir alle p € S das Polynom p - p(z,y) tiber
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M definiert ist. Somit kénnen wir Satz 3.2 anwenden und erhalten fiir s, m, s;, s, und

w die folgenden Formeln:

s = 18] =(k+1)>%
m = |M|=(k+6+1)>
= w

und

sngi

i€EM\S
G+k)(S+E+1)2  k(k+1)2

2 2
= sy:Zj.

JjEM\S

Damit erhalten wir aus (3.1) die Bedingung

(54+K)(6+k+1)2 K (k+1)2 5m24+3m—4s
2 SR P s el ( (4GSR

(XY)
Daraus folgt
XY < 27Pwe,
wobei
N 2 (k+1)2
6+ R)0+E+1)2—k(k+1)2
S 2 264+6k+4
— 30 3(0%°4+35k+25+3k2+4k+1)
. 2 2(0+3k+2)
= 30 3(k+1)(3k+35+1)
2 2
> - - =
= 35 3(k+1)
und
5 = 10(k+5+1)*"+6(k+0d+1)>—8(k+1)?

4((0+k)0+k+1)2—k(k+1)?)

K2 276k3 + (2802 + 35 +546) k% + (2063 + 66 0 + 34 + 60 62) k

< —
= 57 20 3k2+3kd+4k+624+20+1)
1243362 +260 +50* + 2063
203k2+3kd+4k+0624+26+1)
() k2
< f+0(k)
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gilt.

(*) An dieser Stelle geht bereits ein, dass wir spéter k = |1/ wiihlen. Da ¢ < 3 gilt,
folgt somit auch § < k.

Wir wihlen nun k& = |1/¢|, wobei € € (0,1/9) gilt, und erhalten mit (3.4),(3.5) und
(3.6) die folgende Bedingung fiir X und Y:

2
9By« > 2_([%+O(k)] W%_s (k2+1)
> ol tO) yri—e
> XY.

Fiir X und Y, welche der obigen Bedingung geniigen, kénnen wir laut Satz 3.2 die
Nullstellen (zg,y0) von p(z,y) mit |zo| < X und |yp| < Y in Laufzeit polynomiell in
(log W, m) bestimmen. Fiir ein festes ¢ > 0 kann m als Polynom in § aufgefasst werden.
Somit hat der Algorithmus fiir ein festes € > 0 eine Laufzeit, die polynomiell in (log W, §)
ist. OJ

3.2 Der trivariate ganzzahlige Fall

Nun mochten wir die Methode von Coron auf den trivariaten Fall iibertragen. Dabei
wird die Methode allerdings heuristisch. Denn wir kénnen nicht gewé&hrleisten, dass
alle Polynome, welche wir durch Gitterreduktion erhalten, teilerfremd zueinander sind.
Das bedeutet, dass wir nicht sicherstellen kénnen, dass alle im Beweis auftretenden
Resultanten vom Nullpolynom verschieden sind. Im Folgenden wird daher angenommen,
dass alle auftretenden Resultanten von 0 verschieden sind.

Unter dieser Annahme kann nun der zentrale Satz dieser Arbeit formuliert und bewiesen
werden. Dieser Satz gibt fiir trivariate ganzzahlige Polynome eine allgemeine obere
Schranke fiir die Nullstellen an, welche in Polynomialzeit bestimmt werden kénnen. Der
Beweis gleicht im Wesentlichen dem Beweis der bivariaten Variante dieses Satzes (Satz
3.2).

Analog zum bivariaten Fall wird die Menge S als Shift-Menge bezeichnet und die
Monom-Mengen S und M werden mit Mengen im Euklidischen Raum R? identifiziert.
Es sei S eine Menge von Monomen in z,y und z. Dann betrachten wir analog zum bi-
variaten Fall die konvexe Hiille conv ({(i,j, k) e N3 | aiyizk € S}) C R3. Diese Menge
wird ebenfalls mit S bezeichnet.

Satz 3.4 (Coron, trivariater Fall)

Es sei p(x,y,z) ein irreduzibles trivariates ganzzahliges Polynom vom Grad d,d, und
d, > 1 in den Variablen z,y und z. Ferner seien X, Y, Z € Nund W = ||p(zX,yY, 22Z)||0c-
Es seien S und M, S C M, Mengen fir die gilt: Fir jedes Monom p € S ist p-p(x,y, z)
definiert tiber M. Wir setzen

s:=15], m = | M|
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Sy = Z i, Sy = Z J, S, = Z k.

wiyizke M\S wiyizke M\S wiyi k€ M\S
Weiter seien £, T, v und w derart, dass
- ¢ =max{i | 2'yi2* € S},
- 70 = max{j | 2'y/F € S},
- v = max{k | 2ty ¥ € S} und
-w=(dy +L+1)(dy+ 70+ 1)(d; + v+ 1)

gilt. Dann konnen alle Tripel (zo,yo, 20) € Z3, welche
p(20,%0,20) =0 mit |zo| < X, |yo|l <Y, [20] £ Z

erfillen, in Laufzeit polynomiell in (log W, m) gefunden werden unter der Voraussetzung,

dass otmss)
m w m
- Wt

st+fysy+7'fzsz+’yf < 2 (37)

gilt.

Beweis: Es sei (xo, o, z0) eine ganzzahlige Nullstelle von p(x,y, z). Wir setzen
o W =|p(xX,yY,2Z)||s,
o (= max{i,z'y2* € S},
e 7/ = max{j,z'y/ 2 € S}, wobei 7 > 0 ist, und
o v/ = max{k, 2%y 2 € S}, wobei vy > 0 ist.
Es wird angenommen, dass pogg # 0 und ggT (pogo, (XY 7Z7)%) = 1 gilt.

Im Fall pggp = 0 erhalten wir durch den im Anhang A.2 erliuterten Variablenwechsel
ein Polynom p*(z,y, z) mit pfy, # 0.

Gilt ggT(pooo, (XY7Z7)*) > 1, so wihlen wir Primzahlen X', Y’ und Z’ mit X < X' <
2X,Y <Y < 2Y und Z < Z' < 2Z, sodass ggT(pooo, (X'Y'"Z)F) = 1 ist. Wir
ersetzen dann im Folgenden X, Y und Z durch X', Y/ und Z'.

Wir setzen
u=W+((1=W) mod |poool)-

Es ist leicht nachzurechnen, dass
Vm - 2T"W <u<2-W

und ggT (pooo, u) = 1 gilt. Nun setzen wir n = u- (XY7Z7)¢. Dann gilt ggT(pooo,n) = 1
und

Vm 2T XYTZ) W << 2(XYTZ0) W (3.8)

Gesucht sind zwei Polynome hi(z,y,2) und ho(z,y,2) mit hi(xo,y0,20) = 0 und
ha(x0, Y0, 20) = 0 und der Eigenschaft, dass hi(z,y, z) und he(x,y, z) keine Vielfachen
von p(x,y, z) sind. Dann betrachten wir die Resultanten beziiglich z von p(z,y, z) und
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hi(x,y, z) beziechungsweise p(z,y, z) und ho(x,y, z). Diese Resultanten sind Polynome
in z und y und eine gemeinsame Nullstelle von ihnen ist (g, y9). Um eine weitere Varia-
ble zu eliminieren, berechnen wir die Resultante beziiglich y der vorhergehenden beiden
Resultanten. Davon ausgehend, dass diese Resultante von 0 verschieden ist, erhalten
wir ein Polynom in einer Variablen x, welches zq als Nullstellen besitzt. So kénnen wir
nun sukzessiv xg, yo und zg als Nullstelle eines univariaten Polynoms berechnen.

Um diese Polynome hq(z,y, z) und ha(z,y, z) zu erhalten, betrachten wir wie im Beweis
des Satzes 3.2 ein Gitter L aufgespannt von den Koeffizientenvektoren von Polynomen
¢ij (X, yY, 2Z), fur die ¢;;(z0, Y0, 20) =0 mod n gilt. Wir wihlen dann h (2 X, yY, 22)
und ho(xX,yY, 2Z) mit dem LLL-Algorithmus als kurze Vektoren dieses Gitters. Da
hi(z,y,z) = 0 iiber Z gelten muss und h;(z,y, z) kein Vielfaches von p(z,y, z) sein soll,
i = 1,2, ergeben sich Bedingungen fiir die Gréfle der Koeffizienten und somit Schranken
fiir die GroBe der Nullstellen (zg, yo, 20), die in Polynomialzeit gefunden werden kénnen.

Zunéchst definieren wir das folgende Gitter:
Es sei q(z,y, z) definiert als das Polynom

q(z,y,z) = paolo -p(z,y,2) mod n.
Fir alle (4,7, k) € S definieren wir die folgenden Shift-Polynome
Gijk(T,y,2) = ﬂziyjszgfiYﬁ*ij*kq(a:, Y, 2)
und fiir alle (4, j, k) € M \ S definieren wir die Hilfspolynome
Gijk(z,y,2) = xiyjzkn.

Fir alle (i, j,k) € M gilt, dass g;jx(x0, Y0, 20) = 0 mod n ist. Wir betrachten nun fir
alle Polynome g¢;ji(x,y,2) die zugehérigen Polynome Gijx(x,y,2) = qiju(zX,yY, 272).
Dann sind die Polynome §;;x(x,y, 2) durch (XY7Z7) teilbar.

Es seien hi(z,y,z) und ho(z,y,z) ganzzahlige Linearkombinationen der Polynome
¢ijk(,y, 2), dann sind hi(z,y,2) = hi(xX,yY,2Z) und hg(x,y,2) = ho(zX,yY,272)
Linearkombinationen der Polynome g;;x(x,y, z) mit den gleichen ganzzahligen Koeffi-
zienten. Es gilt hq(x0,y0,20) =0 mod n und ha(zg, yo,20) =0 mod n und hi(z,y, 2)
und hg(z,y, z) sind jeweils die Summen von héchstens m Monomen. Weiterhin sind
hi(x,y,z) und ha(z,y, z) hochstens vom Grad d, + ¢ in x, dy + 70 in y und d, + v¢ in
z. Gesucht sind zwei Polynome h(z,y, z) und ha(z,y, z) mit geniigend kleinen Koeffi-
zienten, sodass die folgenden Bedingungen gelten:

(1) Die Gleichheit hj(xo,y0,20) = 0 beziehungsweise ha(zo, yo, z0) = 0 gilt nicht nur
modulo n, sondern auch iiber Z. Die Bedingungen dafiir sind laut Lemma 2.14:

[P (2 X, yY, 2Z)|| <

Bl

und n
he(xX,yY,2Z)|| < —=

3
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(2) Die Polynome hi(zX,yY,2Z) und ha(xX,yY,2Z) sind keine Vielfachen von
p(z,y,z). Um dies zu erzielen, miissen laut Lemma 2.13 die folgenden Bedin-
gungen erfiillt sein:

|hi (2 X,yY, 22Z)|| < 27%(XYTZ7)'W
und
|ho(xX,yY, 2Z)|| < 27“(XYTZ7)'W.

Dabei ist w = (dy + ¢+ 1)(dy + 7€ + 1)(d, + v¢ + 1). Wenn diese Bedingun-
gen erfiillt sind, kénnen hy(xX,yY, 2Z) und he(xX,yY, 2Z) keine Vielfachen von
p(xX,yY, 2Z) sein und somit sind auch hi(x,y, z) und he(x,y, z) keine Vielfachen

von p(z,y, z).
Es geniigt die zweite Bedingung zu betrachten. Wegen
n (3>8> VM2 (XY Z7) W

N vm

ist Bedingung (1) bereits erfiillt, wenn die zweite Bedingung erfiillt ist. Hierbei miissen
wir beachten, dass w > m gilt.

=2 ™(XYTZ)'W > 27¢(XYT 20 W

Um zwei Polynome zu finden, die diese Bedingungen erfiillen, verwenden wir nun den
LLL-Algorithmus. Es sei L das Gitter, das durch die Koeffizientenvektoren der Poly-
nome G;r(x,y, z) aufgespannt wird. Die Polynome haben m Koeflizienten und es gibt
m solcher Polynome. Somit liefern die Koeffizientenvektor der Polynom g¢;;x(z, y, 2) ein
volles Gitter der Dimension m iiber Z, da die Polynome nach Konstruktion linear un-
abhingig sind.

Die Koeffizientenvektoren der Polynome ¢;jx(z,y, 2) lassen sich so anordnen, dass sie
eine triangulére Basis von L bilden. Dann ist die Determinante das Produkt der Diago-
naleintrége. Die Polynome g;;x(x, y, 2) liefern fiir (4, j, k) € S jeweils den Diagonaleintrag
(XY7Z7)L. Damit tragen die Polynome §;;x(x,y, 2) fiir (i, j, k) € S insgesamt

[ &y zn)' =Xy 2z7)
(3,5,k)€S

zur Determinante bei und die Hilfspolynome §;jx(x, y, 2) fiir (¢,j,k) € M \ S liefern

H XY zkp = XSey sy zsnms,
(4,4,k)EM\S

Somit ist die Determinante von L gegeben durch
det(L) = (XYTZ7)5 X5y S Z5nm =5, (3.9)

Der LLL-Algorithmus berechnet laut Lemma 2.8 in Zeit polynomiell in (log W, m) zwei
von 0 verschiedene Polynome hq(z,y, z) und ho(z,y, ), sodass gilt

~ ~ m _1
||h1($7yaz)” < ||h2(l‘,y, Z)H <24 det(L)mil'
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Somit sind die Bedingungen (1) und (2) erfiillt, wenn

1

27 det(L)m1 < 27¢(XYTZV)'W (3.10)

gilt. Mit n < 2- (XY72Z7)! - W und (3.9) erhalten wir die Schranke

m (4 w+m+3)

Xooysvzs: (XY Tz <27 & weTh

In diesem Fall gilt hy(zo,yo,20) = 0 und ha(zo, Yo, 20) = 0. AuBerdem sind h(z,vy, 2)
und ha(z,y, z) keine Vielfachen von p(zx,y, z). Da p(z,y, z) irreduzibel ist, sind somit
laut Satz 2.15 die Resultanten

Q1(x,y) =res,(hi(z,y,2),p(z,y, 2))

und
QQ(CL', y) = I‘eSZ(hQ(IL‘, Y, Z)vp($a Y, Z))

von 0 verschiedene Polynome mit @Q1(zo,y0) = 0 und Q2(zo,yo) = 0. Die Polynome
hi(x,y, z) und ha(z,y, z) sind nicht zwangsweise teilerfremd. Daher kann der Fall auf-
treten, dass die Resultante Q(z) = resy(Q1(x,y), Q2(x,y)) das Nullpolynom ist. Dies
macht die Methode heuristisch. Unter der Annahme, dass Q(z) von 0 verschieden ist,
gilt, dass xo ein Nullstelle des univariaten Polynoms Q(z) ist und mit Standardalgo-
rithmen zur Nullstellensuche gefunden werden kann. Ebenso kann dann yq als Nullstelle
von Q1(xo,y) beziehungsweise Q2(xg,y) und zo als Nullstelle von p(xq, yo, z) gefunden
werden. O
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4 Konstruktion der Mengen S und M

Im Kapitel 3 haben wir die Sétze von Coron fiir den bivariaten Fall (Satz 3.2) und den
trivariaten Fall (Satz 3.4) in Abhéngigkeit der Monom-Mengen S und M formuliert.
Die Mengen S und M miissen dabei die folgenden Eigenschaft haben:

E.1 Fiir jedes Monom p € S ist - p(x1,...,x,) definiert iber M.

Fiir Polynome mit beliebigen Formen der Newton-Polytope erlaubt uns diese Formulie-
rung eine genauere Analyse der Schranke im Vergleich zum allgemeinen Fall, bei dem
uns die Form des Newton-Polytops nicht bekannt ist. Es geniigt, die Mengen S und M
zu betrachten, die fiir das zu untersuchende Polynom die obige Eigenschaft E.1 erfiil-
len. Die Giite der Schranken hingt dabei stark von der Konstruktion dieser Mengen
ab. Daher werden wir eine M6glichkeit der Konstruktion der Mengen S und M fiir das
Polynom p betrachten:

Die bivariate und die trivariate Variante des Satzes von Coron liefern uns im Wesentli-
chen eine Bedingung der Art:
XY 7% < W3, (4.1)

wobei s = |S| sowie

Sy = Z i, Sy = Z 7 und s, = Z k

ziylzke M\S ziyizke M\ S xiyizke M\ S
gilt.

Da wir moglichst grofle Schranken X, Y beziehungsweise X,Y und Z fiir die Nullstellen
erhalten wollen, sollte s moglichst grofl werden und die Exponenten s;, s, beziehungs-
weise S, sy und s, sollten verhaltnisméBig klein bleiben.

Um dies zu erreichen, miissen wir zunéchst einmal sicherstellen, dass die Menge M
nicht "zu grof” wird im Vergleich zur Menge S. Denn die Grole der Exponenten s;, s,
beziehungsweise s;, s, und s, hingt hauptséchlich von der GroéBe der Menge M \ S
ab. Ist M also nicht wesentlich grofier als .S, so bleiben die Exponenten verhéltnisméfig
klein. Die Eigenschaft, dass die Menge M nicht "zu grof3” wird, erzielen wir, indem wir
zulédssige Mengen betrachten.

Definition 4.1

Es seip(x1,...,zy,) ein ganzzahliges Polynom in n Variablen und S und M seien end-
liche nichtleere Mengen von Monomen in den Variablen xi,...,x,. Das Paar (S, M)
heifst zuldssig fir p(x1,...,x,) genau dann, wenn die folgenden beiden Bedingungen
gelten:
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e Fiir jedes Monom p € S ist das Polynom - p(x1,...,xy,) tber M definiert.

e [ir jedes Polynom g tber M mit g(x1,...,xy) = f(x1,...,20)p(z1,...,2,) fir
ein Polynom f, ist f diber S definiert.

Die erste Eigenschaft, welche zuldssige Mengen erfiillen, ist die Eigenschaft E.1. Das
heifit, es handelt sich um die Eigenschaft, die die Mengen S und M in den S&tzen von
Coron (Satz 3.2, Satz 3.4) fiir das Polynom p erfiillen miissen. Sie stellt sicher, dass
die Menge M geniigend grofl gewéhlt wird, sodass alle Polynome des Gitters tiber M
definiert sind.

Die zweite Eigenschaft sorgt dafiir, dass die Menge M nicht zu grofl wird. Sie wird
eben nur so grofl gewéhlt, dass die erste Eigenschaft erfiillt ist. Dazu benéGtigen wir die
Minkowski-Summe.

Die Minkowski-Summe A + B zweier Mengen A, B C R™ ist definiert als
A+ B := {(al,...,an)—i—(bl,...,bn) ’ (al,...,an) EA,(bl,...,bn) EB}

Wir wihlen die Menge M als Minkowski-Summe der Shift-Menge S und des Newton-
Polytops N(p) des Polynoms p. Dann erfiillen die Mengen S und M:=S+N(p) offen-
sichtlich fiir das Polynom p die oben geforderte Eigenschaft E.1. Auflerdem ist M dann
nach Konstruktion die kleinstmdgliche Menge, welche fiir die Menge .S und das Polynom
p die Eigenschaft E.1 erfiillt.

Es bleibt die Frage zu kléren, wie wir .S konstruieren, um bestmégliche Schranken fiir die
Losungen zu erhalten. Dazu betrachten wir mehrere Mengen S, deren Form der Form
des Newton-Polytops N(p) gleicht. Die Menge S kann durch verschiedene Parameter
beschrieben werden. Auf der Grundlage von (4.1) (beziehungsweise genauer (3.1) und
(3.7)) wahlen wir dann die optimalen Werte fiir die Parameter, sodass wir Mengen S
und M erhalten, die die Bedingungen aus Satz 3.2 beziehungsweise Satz 3.4 erfiillen
und moglichst grofle Schranken liefern.

4.1 Konstruktionen fiir den bivariaten Fall

Wir betrachten nun einige Beispiele fiir geometrische Formen, die das Newton-Polygon
N(p) eines bivariaten Polynoms p beschreiben.

Definition 4.2
Im Folgenden seien alle Parameter positive reelle Zahlen.

1. Mengen der Form R(a,b) :={(i,7) | 0 <i < a,0<j <b} heiffen Rechtecke.

2. Mengen der Form LD(c,a,\) :={(c+14,7)|0<i<a,0<j<Aa—1)}
heiffen linke untere Dreiecke.

3. Mengen der Form RD(c,a,\) :=={(i,c+7)|0<i<a,0<j <N} heiffen
rechte untere Dreiecke.
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b \a c+ la J
C.

a c c+a a

Abbildung 4.1: Rechteck, linkes und rechtes unteres Dreieck

Mit diesen Definitionen lassen sich nun wie in [1] Konstruktionen fiir die Mengen S und
M angeben in Abhéngigkeit von der Form des Newton-Polygons N(p) des Polynoms

p(x,y).

Konstruktion 4.3 (Rechteckskonstruktion)

Das Polynom p(x,y) habe Grad d in x und Grad A\d in y. Dies bedeutet, dass das
Newton-Polygon N(p) des Polynoms p(z,y) das Rechteck R(d, \d) mit X\ > 0 ist. Dann
wird die Menge S so gewdhlt, dass

:riyj €S:&(i,7) € R(U, L),

wobei £ € N und v > 0 gilt. Da M als Minkowski-Summe von S und N(p) gewdhit wird,
ist die Menge M folglich definiert durch

alyl € M & (i,§) € R(C+ d,vL + \d).

Diese Konstruktion verwenden wir im Beweis des Ergebnisses von Coron (Satz 3.3) fiir
Polynome vom Grad 6 in jeder Variablen. Es kann gezeigt werden, dass fiir v = v\
maximale Schranken X und Y erzielt werden. Hierauf méchten wir aber in dieser Arbeit
nicht néher eingehen.

Konstruktion 4.4 (Linke untere Dreieckskonstruktion)
Das Newton-Polygon N(p) des Polynoms p(x,y) sei das Dreieck LD(0,d, \) mit A > 0.
Dann wird die Menge S so gewdhlt, dass

'y € S & (i,7) € LD(0,4,\),
wobei £ € N. Folglich ist die Menge M definiert durch

z'y) € M = (i,j) € LD(0,£ 4 d, \).
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Konstruktion 4.5 (Rechte untere Dreieckskonstruktion)
Das Newton-Polygon N(p) des Polynoms p(x,y) sei das Dreieck RD(0,d, \) mit A > 0.
Dann wird die Menge S so gewdhlt, dass

z'y! € S = (i,7) € RD(cl,{,\) UR({, cl),
wobei £ € N. Folglich ist die Menge M definiert durch
z'yl € M & (i,§) € RD(cl, 0+ d,\) U R({ +d, ct).
Fiir diese Konstruktionen der Mengen S und M kénnen wir zeigen, dass sie fiir p(x,y)
zuléssig sind. Dies werden wir zunéchst fiir jede dieser hier angebenen Konstruktionen
einzeln analog zum Beweis von Lemma 7 in [1] zeigen. Anschlieflend geben wir eine

allgemeine Bedingung fiir p(x,y), S und M an, sodass Mengen S und M, die diese
Bedingung erfiillen, zuléissig sind fiir p(x,y).

M+ d) ol + Nk +0) N
YL+ Md 7 N cl + Nk N
o4 W g M
)\d—l 5 AMNGS 9 ‘
d 0 0+d d ¢ (+d d ¢ d+¢

Abbildung 4.2: Rechteckkonstruktion, linke und rechte untere Dreieckskonstruktion

Lemma 4.6
Die Rechteck-, linke untere Dreiecks- und rechte untere Dreieckskonstruktion liefern
zuldssige Mengen S und M fir die jeweiligen Polynome.

Beweis: Bei allen betrachteten Konstruktionen ist M als Minkowskisumme von N (p)
und S definiert. Somit erfiillen S und M fiir alle Konstruktionen die erste Bedingung
der Definition 4.1.

Es bleibt zu zeigen, dass S und M auch die zweite Bedingung fiir zuléssige Mengen
erfiillen. Dazu betrachten wir jeweils ein Polynom f(z,y) = Y fijz'y?, welches nicht
iiber S definiert ist und zeigen, dass f(z,y) - p(x,y) dann nicht iiber M definiert ist.

Rechteckskonstruktion:

Wir bezeichnen mit I, 1, den Grad von f(z,y) in « beziehungsweise y. Da f(z,y)
nicht iiber S definiert ist, gilt entweder [, > ¢ oder [, > ~f. Diese beiden Fille
sind symmetrisch. Wir betrachten daher nur den Fall [, > /.
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le+d, jo+Ad

Es sei jo maximal iiber allen j mit f;,; # 0. Dann ist der Koeffizient von z'= "¢y
in p(x,y) - f(x,y) von 0 verschieden. Da I, > / ist, erhalten wir [, +d > ¢+ d und
somit gilt zletdylotA & M Also ist f(z,y) - p(x,y) nicht iiber M definiert.

Linke untere Dreieckskonstruktion:
Da f(z,y) nicht iiber S definiert ist, gibt es mindestens ein Paar (7, j) mit f;; # 0
und A\i 4+ 5 > AL

Wir wahlen unter allen Paaren (7,7), die fi; # 0 und Ai 4+ j > A erfiillen, das
beziiglich der lexikographischen Ordnung grofite Paar (ig, jo) aus. Dann ist der
Koeffizient von 20 +9470 in p(z,y)- f(x,y) von 0 verschieden. Da Xig -+ jo > Ak ist,
ist A(ig4d) +jo > Ak -+ Ad und somit ist 2?0+4ydo & M. Folglich ist p(z,y) - f(z,y)
nicht tiber M definiert.

Rechte untere Dreieckskonstruktion:

Da f(z,y) nicht iiber S definiert ist, gilt I, > ¢ oder j > \i + ¢f. Der Beweis
verlduft im ersten Fall analog zum Beweis der Rechteckform. Betrachten wir den
Fall j > Ai +ct:

Wir wihlen unter alle Paaren (7,7), fiir die gilt j > Ai 4 ¢/ und f;; # 0, das
beziiglich der lexikographischen Ordnung grofite Paar (ig, jo) aus. Dann ist der
Koeffizient von z?0tdyiotd yon O verschieden. Da jo > Mig + ¢ ist auch jo + d >
io + d + cl, also ist xlotdydotd & M Folglich ist p(z,y) - f(z,y) nicht iiber M
definiert.

Somit haben wir fiir alle Konstruktionen gezeigt, dass die Mengen S und M fiir das
jeweilige Polynom p(z,y) auch die zweite Bedingung erfiillen. Also sind die so konstru-
ierten Mengen S und M zulissig fiir das jeweilige Polynom p(z,y). O

Nun geben wir allgemein fiir eine grofiere Klasse von Polynomen eine Konstruktion
fiir zuléssige Mengen S und M an. Dazu benétigen wir den Begriff eines x-monotonen
beziehungsweise y-monotonen Polynoms sowie den Begriff eines quasi-zy-monotonen
Polynoms.

Definition 4.7

Ein Polynom p(x,y) heifit y-monoton, wenn fir (i,jo) € N(p) gilt: (i,7) € N(p) fir
0 < j < jo. Analog bezeichnen wir ein Polynom als x-monoton, wenn fir (ig,j) € N(p)
gilt, dass (i,7) € N(p) fir 0 <1 <ig ist.

Definition 4.8
Ein Polynom p(z,y) heifit quasi-xy-monoton, wenn es

(i) ein y- und x-monotones Polynom ist oder

(ii) ein y-monotones Polynom ist, dessen Newton-Polygon dem Newton-Polygon ei-
nes x-monotonen Polynoms entspricht bis auf Spiegelung an der y-Achse und
Verschiebung in den 1. Quadranten. (vgl. Abbildung 4.3)
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Mit diesen Definition wollen wir nun fiir quasi-zy-monotone Polynome, deren konstanter
Term ungleich 0 ist, ein Konstruktion fiir zuléssige Mengen S und M angeben.

Es ist leicht nachzupriifen, ob ein Polynom y-monoton und z-monoton ist, beziehungs-
weise ob das Newton-Polygon eines y-monotonen Polynoms nach Spiegelung an der y-
Achse und Verschiebung in der 1. Quadranten die Eigenschaften des Newton-Polygons
eines z-monotonen Polynoms erfiillt. Polynome, deren Newton-Polygon ein Rechteck
oder ein linkes unteres Dreieck ist, sind sowohl z- als auch y-monoton. Polynome, der
Newton-Polygon ein rechtes unteres Dreieck ist, sind hingegen nur y-monoton, aber ihr
Newton-Polygon ldsst sich durch Spiegelung und Verschiebung in ein Newton-Polygon
eines z-monotonen Polynoms iiberfithren. Wir bemerken dabei, dass durch die Spiege-
lung an der y-Achse und die Verschiebung in den 1. Quadranten, die Eigenschaft, der
y-Monotonie nicht verloren geht.

Newton-Polytop Spiegelung Verschiebung

Abbildung 4.3: Newton-Polynom eines quasi-zy-monotones Polynoms

Fiir eine solche Klasse von Polynomen gibt uns das nachfolgende Lemma eine sehr
einfach Konstruktion fiir zuléssige Mengen S und M an.

Lemma 4.9

Es seip(x,y) ein quasi-ry-monotones Polynom. Weiterhin sei (0,0) € N(p). Die Menge
S sei die Menge der Shiftmonome und M wird definiert als Minkowski-Summe von S
und N (p). Wenn wir S als geometrisches Objekt in der Euklidischen Ebene auffassen, ist
der Rand von S parallel zum Rand des Newton-Polygons N(p). Dann sind die Mengen
S und M zuldssig fir p(z,y) und S C M gilt.

Wir verallgemeinern hier das Prinzip unserer vorherigen Zuléssigkeitsbeweise. Die Vor-
gehensweise des Beweises wird in Abbildung 4.4 erldutert.

Beweis: Die erste Bedingung fiir zulédssige Mengen ist erfiillt, da die Menge M als
Minkowski-Summe von S und N(p) definiert ist.

Um zu zeigen, dass die Menge S und M auch die zweite Bedingung fiir zuléssige Mengen
erfiillen, betrachten wir ein Polynom f(x,y) = fijxiyj , welches nicht iiber S definiert
ist. Wir zeigen, dass dann p(x,y) - f(z,y) nicht iiber M definiert ist.
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Wir wihlen das beziiglich der lexikographischen Ordnung gréfite Paar (ig, jo) unter allen
Paaren (i, j), fiir die 2'y? ¢ S und fi; # 0 gilt. Weiterhin sei (i, j,) das beziiglich der
lexikographischen Ordnung grofite Paar in N(p).

Dann ist der Koeffizient von x%0*+#ryJo+ir des Polynoms p(x,y)- f(x,y) von 0 verschieden.
Denn es gibt keine weiteres Monom in f, welches multipiliziert mit einen Monom aus
p das Monom z‘0tirgiotir ergibt. Dies folgt aus der Parallelitiit des Randes der Menge
S und des Randes des Newton-Polygons N(p) sowie aus der quasi-zy-Monotonie des
Polynoms p(x, y). Somit tritt der Fall der Annihilation des Koeffizienten von x?0+iryio+ip
im Polynom f(z,y) - p(z,y) nicht ein.

Wir wollen nun zeigen, dass z0tirgy/otir & M gilt, da 2097 ¢ S ist. Im Fall, dass das
Polynom p(z,y) bereits z- und y-monoton ist, ist offensichtlich, dass z?+irylotir & M
ist. Denn der Abstand des Punktes (ig,jo) zur Menge S, wobei wir S als geometri-
sches Objekt in der Euklidischen Ebene auffassen, ist gleich dem Abstand des Punktes
(i0+1ip, jo+Jp) zur Menge M. Dies ergibt sich aus der Parallelitit des Randes der Menge
S und M sowie des Randes des Newton-Polygons N (p) und der Wahl von (i, j,). Dies
ist im zweiten Teil der Abbildung 4.4 illustiert.

(7:0 + ipvjo + Jp)

(o + ip, Jjo + Jp)

(ips Jp)

Abbildung 4.4: Illustration der Vorgehensweise im Beweis des Lemmas 4.9

Betrachten wir den Fall, dass das Polynom p(x,y) quasi-xy-monoton mit den Eigen-
schaften (77) der Definition 4.8 ist. Dann stellt diese Bedingung (i) sicher, dass (ip, jp)
geniigend grof ist, sodass z'0tirylotir & M gilt. Die Bedingung (ii) gewihrleistet,
dass wir ebenso wie im ersten Fall den gleichen Abstand zwischen (i, jo) und S sowie
zwischen (ig + ip, jo + jp) und M erhalten. Dies ist im ersten Teil der Abbildung 4.4
illustiert.

Somit ist p(x,y) - f(x,y) nicht iiber M definiert.
Aus der Definition von M und aus (0,0) € N(p) folgt, dass S C M gilt. O
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4.2 Konstruktionen fiir den bivariaten modularen Fall

Das Ziel dieser Arbeit ist, den bivariaten modularen Fall als Spezialfall des trivaria-
ten ganzzahligen Falls darzustellen. Daher befassen wir uns im Rest dieses Abschnitts
ausschlieflich mit diesen Féllen. Wir betrachten f(y, z) = 0 modulo einer zusammenge-
setzten ganzen Zahl N als trivariaten ganzzahligen Fall p(z, vy, 2) :== fn(y,2) — Nx = 0,
wobei fn(y,z) := f(y,z) mod N ist. Offensichtlich ist, dass die Form des Newton-
Polytops N (p) von p(z,y, z) im wesentlichen von der Form des Newton-Polygons N(f)
von f(y,z) abhingt. Dabei gehen wir davon aus, dass N die Koeffizienten von f(y, 2)
nicht teilt.

Wir betrachten Mengen S und M, von denen gezeigt werden kann, dass sie zuléssig fiir
p(z,y, z) sind. Die Konstruktion dieser Mengen hiingt dabei von der jeweiligen Form
des Newton-Polygons des bivariaten Polynoms f(y, z) ab. In den Zuléssigkeitsbeweise
betrachten wir stets ein Polynom g, welches nicht {iber S definiert ist, und zeigen, dass
dann g(z,y, 2) - p(x,y, z) nicht iiber M definiert ist. Dies beweist, dass die Mengen S
und M die zweite Zuldssigkeitsbedingung fiir p(z,y, z) erfiillen. Die erste Bedingung
ergibt sich aus der Definition der Menge M als Minkowski-Summe von S und N(p).

Konstruktion 4.10 (Modulare Reckteckform)

Angenommen das Newton-Polygon N(f) des Polynoms f(y, z) ist das Rechteck R(d, A\J)
mit A > 0. Dann ist das Newton-Polytop N(p) von p(x,y,z) = fn(y,z) — Nx, wobei
In(y,2) == f(y,z) mod N ist, von der Form

N(p) :=conv {(i,j,k) e N*|0<i<1,0<;j<6(1—1),0<k<A(1—1i)}.
Dann definieren wir die Menge S wie folgt
S = {xiyjzk yogigé,ogjg&(ﬁ—z‘),ogkgAa(Z—i)Jrnﬁ}.

Dabei ist £ € N und n > 0 mit ¢n € N. Entsprechend ist dann die Menge M definiert
als Minkowski-Summe von S und N(p):

M = {xiyjz’f\0§i§£+1,0§jga((£+1)—z‘),ogkgm((6+1)—z')+n£}.

Die Parameter ¢ und 1 werden spéter zur Optimierung der Schranken verwendet.

Lemma 4.11

Die Mengen S und M, die mit Hilfe der modularen Rechteckskonstruktion bestimmt
werden, sind zuldssig fir ein Polynom p(x,y,z) = fn(y,z) — Nz, wenn das Newton-
Polygon N(fn) Rechteckform hat.

Beweis: Die Menge M ist die Minkowski-Summe von S und N(p). Daher erfiillen S
und M die erste Bedingung der Definition 4.1 fiir zulidssige Mengen.

Um zu zeigen, dass S und M auch die zweite Bedingung erfiillen, wird ein Polynom
g(z,y,2) = Zgijkmiyjzk betrachtet, welches nicht iiber S definiert ist, und es wird
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AL+ 1)+nt Legende:
M —
ASL + 1t 5
N(p) —
A0
———
1 % 5 g |o(t+1)
3 y
l+
i

Abbildung 4.5: Modulare Rechteckkonstruktion

gezeigt, dass p(x,vy, z) - g(x,y, z) nicht tiber M definiert ist. Wir bezeichnen mit [, [,
und [, den Grad von g in =,y und z. Da g nicht iiber S definiert ist, gilt

1. Iy > £ oder [, > 6¢ oder [, > Aol + nl

oder

2. 01+ j > 8 oder 0i + k > A6f + L.

Da die Félle in 1. und 2. jeweils symmetrisch sind, geniigt es jeweils einen dieser Fille
zu betrachten.

1. Esseil, > A6l + nt.
Es sei (ig, jo) das Paar, fiir das jo maximal ist unter allen j mit g;;;, # 0 . Dann
ist der Koeffizient von 27097019 21=42 in g(z, 5, 2) - p(z,y, z) von 0 verschieden. Da
I, > X0l 4l ist, ist I, + A6 > A6(£ 4+ 1) + nf und gfoyfotdzl=+r0 o £r,

2. Essei 6i + k > Aol + nl, wobei i < £ und k < \oL + nt gilt.
Es sei m := max{di + k | 9 + k > X6l + nl A gijr, # 0}. Wir wéhlen unter allen
Tripeln (4, j, k), die 6i + k = m und g;ji # 0 erfiillen, denjenigen mit maximalem
j aus. Dann ist der Koeffizient von z'y/t02Ft2 in g(z,y,2) - p(z,y,2) von 0
verschieden. Da i + k > Ad¢ + nf ist, ist di + k + Ad > §(€ + 1) + nf. Daher ist
piyI Tk o £

Also ist g(z,y, z)p(x,y, z) nicht iber M definiert.
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Konstruktion 4.12 (Modulare linke untere Dreiecksform)

Das Newton-Polygon N(f) des Polynoms f(y, z) sei das linke untere Dreieck LD(0,d, \)
mit X > 0. Dann ist das Newton-Polytop N(p) von p(x,y,z) = fn(y,z) — Nz, wobei
In(y,z) := f(y,z) mod N ist, von der Form

N(p) :=conv {(4,5,k) e N*|0<i<1,0<j<6(1—1i),0<k<A(L—1d)—Aj}.
Dann definieren wir die Menge S wie folgt
S:{ﬂw%ﬂ0§i§&0§jg&b%%ogkgk@@—ﬂ—ﬁ}
Dabei ist £ € N. Entsprechend ist dann die Menge M definiert durch

AJ:{ﬂyﬁHMQ§€+L0gjg&w+n—®ﬁ§k§MM@+D—@—ﬁ}

Der Parameter ¢ wird spéater zur Optimierung der Schranken verwendet.

z
A(0+1) Legende:
M —
S —
A6/
N(p) —
)
X 5 50 N\ S(C+1)
Y
l
{41
x
Abbildung 4.6: Modulare linke untere Dreiecksform
Lemma 4.13

Die Mengen S und M, welche mit Hilfe der modularen linken unteren Dreieckskonstruk-
tion bestimmt werden, sind zuldssig fir ein Polynom p(z,y,z) = fn(y,2) — Nz, wenn
das Newton-Polygon N(fn) linke untere Dreiecksform hat.

Beweis: Da M als Minkowski-Summe von S und N (p) definiert ist, ist die erste Bedin-
gung der Definition fiir zuléssige Mengen erfiillt.
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Um zu zeigen, dass die Mengen S und M auch die zweite Bedingung erfiillen, wird
ein Polynom g(z,y,2) = 3. gijxx'y’ 2* betrachtet, welches nicht iiber S definiert ist. Es
wird gezeigt, dass g(z,vy, z) - p(x,y, z) nicht iiber M definiert ist.

Da g(z,y, z) nicht iiber der Menge S definiert ist, gibt es mindestens ein Monom z'y z*
mit A0i+Aj+k > Al. Es sei Iy, = max {\0i + \j + & | Ao + A\j + &k > Nl A gy # 0}
Wir wihlen nun unter allen Tripeln (4,7, k), die Adi + A\j + k = Iy, und gij # 0
erfiillen, den Exponenten aus, mit maximalen j aus. Existieren mehrere Exponente,
die dieser Bedingung geniigen, wihlen wir unter ihnen den lexikographisch gréfiten.
Wir bezeichnen diesen Exponenten mit (ig, jo, ko). Der Koeffizient von z0y7079 ko
in f(z,y,z2) - p(x,y,z) ist von 0 verschieden. Nach Wahl des Tripels (ig, jo, ko) gilt
Adig + Ajo + ko > Adl, daher ist Adig + A(jo + 0) + ko+ > A6l + Ad = A6(£ + 1). Das
bedeutet, dass f(x,y, z) - p(x,y, z) nicht iiber M definiert ist.

O

Konstruktion 4.14 (Modulare rechte untere Dreiecksform)

Das Newton-Polygon N(f) des Polynoms f(y, z) sei das rechte untere Dreieck RD(0, 0, \)
mit A > 0. Dann ist das Newton-Polytop N(p) von p(x,y,z) = fn(y,z) — Nx, wobei
In(y,2) == f(y,z) mod N ist, von der Form

N(p) :=conv {(i,j,k) e N*|0<i<1,0<j<46(1—1),0<k<A5j}.
Dann definieren wir die Menge S wie folgt
S = {a:iyjzk ]Ogi§€,0§j§6(£—i),0§k§/\j+n£}.

Dabei ist £ € N und n > 0 mit n € N. Entsprechend ist dann die Menge M definiert
durch

M= {2 [0<i<0+1,0<5<8((E+1)~).0< k<X +nt}.

Die Parameter £ und 1 werden spéter zur Optimierung der Schranken verwendet.

Lemma 4.15

Die Mengen S und M, die mit der modularen rechten unteren Dreieckskonstruktion
bestimmt werden, sind zulissig fir ein Polynom p(x,y,z) = fn(y,2z) — Nz, wenn das
Newton-Polygon N(fn) rechte untere Dreiecksform hat.

Beweis: Die erste Bedingung fiir zulédssige Mengen ist erfiillt, da M als Minkowski-
Summe von S und N(p) definiert ist. Um die zweite Bedingung zu zeigen, betrachten
wir ein Polynom g(x,y, z), welches nicht {iber S definiert ist, und zeigen, dass g(z,y, 2) -
p(z,y, z) nicht iiber M definiert ist.

Da g(z,y, 2) nicht iiber S definiert ist, gibt es mindestens ein Tripel (4, j, k) mit g;;, # 0
und i + j > 6¢ oder k > A\j + nt.

Der Fall §i + j > ¢ verlauft analog zum modularen Rechteckfall.
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Abbildung 4.7: Modulare rechte untere Dreiecksform

Es sei also k > Aj + nt.

Bei der nun verwendeten lexikographischen Ordnung nehmen wir an, dass j < k < 4
gilt. Dies bedeutet, dass (i, j, k) lexikographisch grofier ist als (¢/, 5/, k'), wenn das erste
von 0 verschiedene Element in (4, k,7) — (j/, k’,4') negativ ist.

Wir wihlen das beziiglich der lexikographischen Ordnung grofite Tripel (4,7, k), das
gijk 7 0 und k > Aj + n erfiillt, und bezeichnen es mit (ig, jo, ko). Dann ist der
Koeffizient von z0yio+dzko+Ad iy p(z,y,2)-g(x,y, z) von 0 verschieden. Da ko > Ajo+n¢
ist, ist auch ko + A0 > A\jo + AJ + nl. Also ist zioydotdkotAd o AT und somit ist
p(z,y,2) - g(x,y, z) nicht iiber M definiert. O]

Ahnlich wie im Lemma 4.9 liisst sich fiir eine allgemeinere Klasse von bivariaten modula-
ren Polynomen ein Konstruktion fiir zuléssige Mengen S und M angeben. Diese Klasse
beinhaltet die modulare Rechteckkonstruktion und die modulare linke untere Dreiecks-
konstruktion, jedoch nicht die modulare rechte untere Dreieckskonstruktion. Da der
Beweis jedoch sehr technisch ist, méchten wir an dieser Stelle darauf verzichten.

Wir haben in diesem Abschnitt mogliche Konstruktionen fiir die Mengen S und M fiir
bestimmte Formen des Newton-Polygons eines bivariaten modularen Polynoms angege-
ben, wobei wir das bivariate modulare Polynom als trivariates ganzzahliges Polynom be-
trachten. Fiir diese Konstruktionen haben wir gezeigt, dass sie zulissige Mengen liefern.
Mit Hilfe dieser Konstruktionen kénnen wir nun im folgenden Kapitel die Schranken
fiir die Nullstellen bivariater modularer Polynomen maximieren.
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5 Der bivariate modulare Fall als
Spezialfall des trivariaten
ganzzahligen Falls

In diesem Abschnitt wird untersucht, ob sich der bivariate modulare Fall mit den Me-
thoden von Blomer und May [1] als Spezialfall auf den trivariaten ganzzahligen Fall
zuriickfiihren lésst. Zur genaueren Analyse der Schranken fiir Polynome einer bestimm-
ten Form ist keine Gittertheorie mehr notwendig. Wir benutzen den trivariaten Fall des
Satzes von Coron (Satz 3.4) als Blackbox und beschréanken uns auf die Optimierung der
Monom-Mengen S und M.

Wie bereits in Kapitel 4 erwéhnt, betrachten wir parametrisierte Mengen .S und M. Mit
Hilfe der Bedingung fiir die Schranken der Nullstellen ganzzahliger trivariater Polynome
(3.7) ermitteln wir die optimalen Werte fiir diese Parameter. Diese Optimierung werden
wir in diesem Kapitel nicht explizit ausfiihren, sondern wir zeigen lediglich, welche
Schranken wir mit den optimalen Parameterwerten erhalten.

5.1 Die linke untere Dreiecksform

Zun#chst werden bivariate Polynome vom totalen Grad § betrachtet. Das heifit, wir
betrachten Polynome, deren Newton-Polygon ein linkes unteres Dreieck bildet.

Satz 5.1
Es sei f(y,z) € Z]y, 2] ein irreduzibles Polynom vom totalen Grad 6. Ferner seien Y
und Z natiirliche Zahlen, welche der Bedingung

) )
vz <o (3s +0(2) . y5 -0
fiir ein € € (0,1] gentigen. Dann kénnen alle Paare (yo, z0) € 72, die
f(Wo,20) =0 mod N mit|yo| <Y, |20| < Z

erfiillen, in Zeit polynomiell in log N und & gefunden werden.

Beweis: Wir betrachten den bivariaten modularen Fall

f(y,2) =0 mod N
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als trivariaten Fall
p(l‘ayaz) = fN(yaz) —Nz=0
iiber Z, wobei fn(y,z) := f(y,z) mod N.

Da das Newton-Polygon des Polynoms fy(y, z) ein linkes unteres Dreieck ist, wenden
wir die Konstruktion 4.12 mit A = 1 an und erhalten die Mengen

§i={a'yF [0<i<60<j<a(=D).0<k<a(—i)—j}
und
M= {alyF |0<i< 41,02 <0(+1-0),0< k<5 +1-0)—j}.

Der Parameter £ wird spéter in Abhéingigkeit von ¢ gewéahlt und beeinflusst so die Giite
der Schranken. Die Mengen S und M sind nach Lemma 4.13 zuléssig fiir p(z,y, z) und
der Satz 3.4 ist anwendbar.

Wir setzen 7 = v = 6. Dann liefern die Formeln fiir s;, sy, 5., s, m und w:

(C4+1)(26%202 +8204+960+12)
12

5203 1
= (1 -
6 <+O<6)>’
Sy = S

S+ 1)L+ 65+2) (5405 +1)
6

- (o ()

. (C4+1)(26% 2 +5%0+950+12)
N 12 ’

S (+2)(28202 +5820+950+12+ 352 +90)
N 12 ’

w = (+2)(6+50+1)2

Sy —

und

AuBlerdem gilt s — 1 > 52().(3. Die Anwendung des Satzes 3.4 mit den oben genannten

Abschétzungen fiir s;, sy, 5., s, m und w liefert die folgende Bedingung:

T 1r0) (v 2) (+0() o o

m (4w+m+3) 5203
1 W6 .

Dies impliziert die Schranke

__6m(4w+m+3) 1
X(YZ)5 < 9 48P (1+0(1/0) W I+0(1/7)
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Wir beobachten, dass fir x > 0 gilt: 14%5 > 1 — z. Daher kann der Exponent von W

durch 1 - O (%) abgeschétzt werden. Dies fithrt zu der Bedingung

6m (4dw+m—+3
X2y <2 a0 -o(d),

Da wir f(y, z) modulo N reduzieren, kénnen wir z( folgendermafien abschétzen:

|fn (Yo, 20)|
N
5 6-j
< > Fvz
=0 k=0
G+1)(0+2)
2

|zo| <

Y0 Z°.
Setzen wir nun X = WY(S 79, dann gilt W = ||p(zX,9Y, 2Y)||ec = NX. Diese

Beobachtungen fithren auf die folgende Schranke:

6m (4dw+m—+3
2y <o IR (-0(}) yi-o(}) x-of

o~

). (5.1)

0+1)(042)x -5 6
(1642 y5 7

Nun setzen wir X = in (5.1) ein und erhalten so die Bedingung

vz < PEER o) o) (EDE ) o sy 0

Weiterhin gilt Y < N und Z < N, da es sich hierbei um Schranken fiir die Nullstellen
eines modularen Polynoms handelt. Damit ergibt sich die Bedingung:

6m (4w+m+3 _o(1
(YZ)(S <927 (45243 )(1_0(%)) (W) (l) NN_O (%) (5,2)
6m (4dw+m+3) —0 (L
Indem wir die Terme 2~ 446203 (1-0(3) und <(6+1)2M> (l) zusammenfassen

und beide Seiten der Ungleichung (5.2) mit 1/§ potenzieren, erhalten wir

(255603 2
YZ <2 (24 +O(M)>N%—O(%). (5.3)

Die ausfiihrliche Abschitzung des Exponenten von 2 wird im Anhang B.1 angegeben.
Wird ¢ = |1/e| gesetzt, liefert (5.3) die gewiinschte Abschétzung

YZ <9~ (%JFO(E%))N%_O@. (5.4)

Fiir die Schranken Y und Z, die (5.4) erfiillen, erhalten wir laut Satz 3.4 einen Algorith-
mus zur Bestimmung der Nullstellen ganzzahliger modularer Polynomialgleichungen mit
Laufzeit polynomiell in (log W, m). Da m als Polynom in ¢ und 1/e aufgefasst werden
kann, hat der Algorithmus polynomielle Laufzeit in (log W, 4, 1/¢).
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Es bleibt zu zeigen, dass log W polynomiell in log NV ist. Da Y und Z Schranken fiir die
Nullstellen eines bivariaten Polynoms modulo N sind, gilt Y, Z < N. Auflerdem gilt,

wie bereits beobachtet, X = WY‘S Z% und

DO+ s 5 B+DE+2)

N2
2 2 ’

W=XN =

Somit ist W polynomiell in N. Fiir ein festes € > 0 ist die Laufzeit daher polynomiell
in (log N, ). O

5.2 Die Rechteckform

Im Folgenden richtet sich das Augenmerk auf bivariate Polynome vom Grad § in den
Variablen y und z. Das sind Polynome, deren Newton-Polygon Rechteckform besitzt.

Die Maximierung der Schranken Y und Z fiir die Nullstellen eines bivariaten ganzzah-
ligen Polynoms, welche in Polynomialzeit berechnet werden kénnen, verlauft analog zu
Satz 5.1.

Satz 5.2
Es sei f(y,z) € Zly, z] ein Polynom vom Grad § in y und z. Ferner seien Y und Z
natiirliche Zahlen, welche fir ein e € (0,1]

) [
vz <o (3+0(3)) N5 — Ofe)
fiillen. Dann kénnen alle Paare (yo, z0) € Z2, fiir die
f(@o,y0) =0 mit |yo| <Y, |20 < Z

gilt, in Zeit polynomiell in log N und 6 gefunden werden.

Beweis: Die bivariate modulare Gleichung
fly,2) =0 mod N
wird als trivariate Polynomialgleichung
p(z,y,2) = fn(y,2) — Nz =0

iiber Z aufgefasst, wobei fy(y,z) := f(y,z) mod N. Das Newton-Polygon von f(y, 2)
ist ein Rechteck. Somit kann Konstruktion 4.10 mit A = 1 und n = 0 angewendet werden
und wir erhalten die Mengen

S={aiyiF [0<i<60<j<F(E—i)0<k<b(0—i))
und

M = {miyjzk]0§i§€+1,0§j§6(€+1—i),0§k§5(€+1—i)}.
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Der Parameter ¢ wird spéter in Abhéngigkeit von € gewihlt und die Wahl des Parame-
ters 7 = 0 vereinfacht die folgenden Abschitzungen. Laut Lemma 4.11 sind S und M
zuléissig fiir p(z,y, z). Damit ist Satz 3.4 anwendbar mit 7 = v = §. Dies liefert mit den
Formeln fiir s., sy, 52,5, m und w:

(C+1)(26%02+5%0+65(+6)
6
5203 1
= _— 1 —
(10 (7)):
Sy = S
S(U+1)(00+6+1)2
2

- 5 (o ()

(C+1)(28%02+620+65(+6)
6 )
(0+2)(26% 2 +5520+650+6+25%+60)
6

Sy —

sowie

m =
w = (L+2)(6+50+1)2

Auflerdem gilt s—1 > %. Nun wenden wir Satz 3.4 mit den oben genannten Abschét-
zungen fiir sz, sy, 5,5, m und w an. Somit erhalten wir die folgende Bedingung:

5203 §3 03 m (4 w+m+3 52 03
xTF110(1) (v )" (140(3)) o o= TEGTER  E

Dies fiihrt auf die Schranke

_ _6m(dwtm+3) 2
X2(YZ)¥ <2 AFEUFO0/0) W 1+00/0)

Wie im Beweis von Satz 5.1 kann der Exponent von W durch 2 — O (%) abgeschétzt
werden, was die folgende Bedingung liefert:

6m(4w+m+3
X2y z)® < 9 sE(1-0(3)) yre-o(d),

Da wir das Polynom f(y,z) modulo N reduzieren, kénnen wir xy folgendermaflen ab-

schéitzen:
N 5 2
) ) A
< Yy v
=0 k=0

< (64120 2.
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Wir setzen X = (6 +1)%-Y?® Z°, dann gilt W = NX. Damit ergibt sich die Schranke:

6m (4w+m+3 1 1
(y2)® <o~ ga(1-0(1) y2-0() x-o(}). (5.5)

Mit X = (6 4+ 1)% - Y9 Z9 erhalten wir aus (5.5) die Bedingung

¥ 2)P < o iEE T (1-0(3)) y2-o(}) ((6+12- v Z&)—O“) |

Weiterhin gilt Y, Z < N, da es Schranken fiir die Nullstellen eines modularen Polynoms
sind. Das impliziert die Schranke

(Y 2)¥ < 2~ (302 £2+0(82))) N2-0(5)

woraus sich )
YZ <2 (50+0(52)) N35-0(7) (5.6)

ergibt. Die Abschitzung fiir den Exponenten von 2 kann im Anhang B.2 nachgelesen
werden. Wir setzen nun in (5.6) £ = |1/¢]. Dann erhalten wir die gewiinschte Abschét-
zung

Y7 <92~ (5+0(2)) N33O0, (5.7)

Fiir Schranken Y und Z, die (5.7) erfiillen, liefert dies einen Algorithmus zur Bestim-
mung von Nullstellen ganzzahliger modularer Polynome mit Laufzeit polynomiell in
(log W, 8,1/e), da m als Polynom in § und 1/e aufgefasst werden kann. Es gilt

W= Hp(x7y72)Hoo =NX = N(5+ 1)2(YZ)6 < (5_|_ 1)2N25+1,

somit ist
logW < 2log(6+1)+ (26 +1)log N.

Da log W also polynomiell in log NV ist, ist die Laufzeit des Algorithmus fiir ein festes
¢ > 0 polynomiell in (log N, J). O

Diese Ergebnis lésst sich noch verbessern, wenn wir nidhere Informationen iiber die
Groflenordnung der Schranken Y und Z der Nullstellen besitzen. Da Y und Z Schran-
ken fiir die Nullstellen eines modularen Polynoms sind, wissen wir, dass Y = N¢ und
Z = NP fiir o, 8 € (0,1) gilt. Stehen nun o und § und somit ¥ und Z im Verhiltnis
a+26 < % zueinander, vergréflern wir die Menge S und somit das Gitter L durch
zusétzliche z-Shifts. Wir erzielen bessere Schranken, da die Determinante der Basis-
matrix verhaltnisméfig klein bleibt, wahrend s vergréflert wird. Durch die Bedingung
a+28 < % stellen wir sicher, dass wir bei der Optimierung einen positiven Parameter-
wert erhalten. Dies wird im Beweis an der entsprechenden Stelle erwédhnt werden. Fiir
einen negativen Parameterwert erhalten wir ein Ergebnis, welches analog zur Vergrofe-
rung der Menge S durch zusétzliche y-Shifts ist (vgl. Satz 5.4).
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Satz 5.3
Es sei f(y,z) ein irreduzibles bivariates ganzzahliges Polynom vom Grad § in y und z.
Weiter seien Y, Z ganze Zahlen, wobei Y = N, Z = NP fiir o, 3 € (0,1) und

a+2ﬂ§% (5.8)

gilt. Falls Y und Z fiir ein € € (0,1] die Bedingung

13 (a6-1)? ) (a?48) %241 3
Na(673a6)+4ﬁ<2_ 6Q¢e3 + Be? NS—O(—&&—Q,BE—H)&)

erfiillen, kénnen alle Paare (yo, z0) € Z? mit
f(yo,20) =0 mod N fir|yo| <Y, |20 < Z

in Zeit polynomiell in log N und 0 gefunden werden.

Beweis: Erneut wird der bivariate modulare Fall
fly,2) =0 mod N
als trivariater ganzzahliger Fall
p(x,y,2) == fN(y,2) = Nz =0

mit fx(y,2) := f(y,2) mod N aufgefasst. Fiir die Schranken Y = N® und Z = N¥ gilt
a+28< % Daher wird die urspriingliche Menge der Shiftpolynome durch zusétzliche
z-Shifts vergroflert. Durch Anwendung der Konstruktion 4.10 mit A = 1 erhalten wir
die Mengen

S = {xiyjzk 10<i<00<j<6(l—i),0<k< 5(e—¢)+nz}
fiir n > 0 und
M = {:ciyf'zk|0§z‘§£+1,ogg‘g5(6+1—¢),ogkga(e+1—i)+nz}.
Der Parameter n wird spéter zur Maximierung der Schranken benétigt. Da wir wissen,

dass Y = N® und Z = NP gilt, konnen wir diesen Parameter optimieren und spéter
den optimalen Wert fiir  in unsere Schranken einsetzen.

Die Mengen S und M sind zuléssig fiir p(z,y, z). Damit ist der Satz 3.4 mit 7 = ¢ und
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v = 6 + n anwendbar und liefert die folgenden Formeln fiir s., sy, 5., s, m und w:

(+1)(202 2 +6%0+660+6+6n0+356n(%)

Sy =
6
_ (3n+20)06° 1
= T (1ro(y))
o S D@+ D)@+l +1)
y =
2
(64 n)e*e 1
= ——(1+0o(5))
o Al snEE++)@Eotnlt)
= 2
2 2 3
_ (0°+n"+2n)d¢ 140 1
2 l
und
. (C4+1)(282 2 +520+660+6+6n+35nl?)
— - :
S (0+2)(282 02 +50%0+36n2+660+6+362+65+36nl+6nl)
— - ,
w = ((+2)0+0L+1)(6+ O +n)l+1).

Weiterhin gilt s — 1 > w. Satz 3.4 liefert dann mit den obigen Abschitzungen
die Bedingung:

31n+26) 63 §+n) 62 03 024n2+428m) 643
BN (1 o(1)),, THEE (1 0(1)) ,THTARNIE (1 o(1))

_ m(4wt+m+3) (3n+28) 643
2 1%%4 6

<2

Dies impliziert die Schranke

_ 3m(4wtm+3) (3n+24)
X Bnt+28)y3(54n) 8 73 (82 +n°+26m) ~ o~ 263(1+0(1/0)) 1y 1+O1/0) .

Auch hier kann der Exponent von W wieder wie im Beweis von Satz 5.1 durch
(3n+26)(1 —O(1/¢)) abgeschétzt werden, was auf die Bedingung

X Bn20)y 33 8 g3 (@t e20m) 9= S (1,0(4)) psni2)(1-0(1)

fithrt. Wie in Satz 5.2 gilt auch hier X = (6 4+ 1)2- Y% Z% und W = NX, da die Form
des Newton-Polytops des betrachteten Polynoms sich nicht verdndert hat. Mit diesen
Schranken erhalten wir analog zu Satz 5.2 die Bedingung

Y30 g3 intazen o= I (1m0(3)) ysni2s)(1-0(1))

. x—Bn+2 6)0(%)'
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Da X = (04 1)2(YZ)’ und Y, Z < N gilt, ergibt sich die Schranke

Y3 (@418 73 (62 +n?+26m) _ 2—%(1—0(%))—(2%%)0(@) NBnt26)(1-0(2))

Wir setzen Y = N®, Z = N° und n = _%{/36—1' Wegen (5.8) ist n > 0. So erhalten
wir die Bedingung

—3a26%46a5-3+466 3m (4w+m+3) o op
P — < o~ T gs e (1-0(4)) -0~ 2N end) )
(@d+285-1)4
.N_O( - B )

Diese Bedingung impliziert die Schranke

6 4 3 « O,
NBa@o—adap o= RGEI (1o(4))-o( - ot2osi e

:ﬁﬁ@&g

NSN ( l (5.9)

Hierbei kann der Exponent von 2 folgendermaflen abgeschéitzt werden:

6 8m (4wt+m+3) (1 _0o (%)) o) <log(6)a5zr2ﬂ5+1)> <13 ((16%71)%3 ) ((a2+ﬁ/8)52+1£2> _

5203

Setzen wir in (5.9) ¢ := |1/¢], so erhalten wir die gewiinschte Abschétzung

_18(as-1)2 (W) 3
N3eRi—ad)+4B _ o7 65 Be2 No N~O(=ad=280+1)e)  (51()

Fiir o und g, die (5.10) erfiillen, erhalten wir einen Algorithmus zur Bestimmung von
Nullstellen bivariater modularer Polynome mit Laufzeit polynomiell in (log W, d,1/¢).
Analog zum Beweis von Satz 5.2 kann gezeigt werden, dass log W polynomiell in log N
ist. Fiir ein festes € > 0 ist die Laufzeit dann polynomiell in (log N, §). O

Gilt 2a+ 3 < % ldsst sich durch zusétzlich y-Shifts ein analoges Ergebnis erzielen,
indem wir Y und Z vertauschen.

Satz 5.4
Es sei f(y,z) € Zly,z] ein Polynom vom Grad § in y,z. Es seien Y,Z € N, wobei
Y = N Z = NP fira,8 € (0,1) und

1
2 < Z
oz—i-ﬂ_(S

gilt. Dann kénnen alle Paare (yo, 20) € Z2, die
f(yo,20) =0 mod N mit |yo| <Y, |20| < Z

erfiillen, in Zeit polynomiell in log N und 0 gefunden werden unter der Voraussetzung,
dass fiir ein € € (0, 1]

w

13(56—1)2 a+2) 62 +1
BEIE 0 (¥) No-O(~2a5-85+1)e)

NB(6-380)+4a < 2_ 6 ae?

gilt.
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5.3 Die rechte untere Dreiecksform

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit bivariaten Polynomen modulo N, deren
Newton-Polygon ein rechtes unteres Dreieck bildet. Einen Spezialfall dieser Polynome
betrachten wir im Abschnitt 6.2. Dort werden wir zeigen, wie sich mit dem Polynom
von Boneh und Durfee [2] der geheime Schliissel d im RSA-Verschliisselungsschema in
Polynomialzeit berechnen ldsst, wenn dieser hinreichend klein ist.

Satz 5.5
Es sei f(y,z) = Zg‘:o S _o fiky?2® € Z[y, 2| ein irreduzibles Polynom. Ferner seien Y
und Z natirliche Zahlen, welche fiir ein € € (0,1] die Bedingung

Y27 <27 (3 +0 (%)) NTN-O6)

erfiillen. Dann kénnen alle Paare (yo, z0) € 72, die
fo,20) =0 mod N mit |yo| <Y, |z0| < Z

erfillen, in Zeit polynomiell in log N und § gefunden werden.

Beweis: Wir fassen den bivariaten modularen Fall
f(y,z) =0 mod N
als trivariaten ganzzahligen Fall
p(z,y,z) = fn(y,2) — Nz =0

mit fy(y,2) = f(y,z) mod N auf. Das Newton-Polytop von f(y, z) bildet ein rechtes
unteres Dreieck. Aus Konstruktion 4.14 erhalten wir die Mengen

S = {xiyjz’“\ogz‘gz,ogjga(z—z‘),ogkgj}
und
Moo= {aly 0<i<i+1,0<5 <5 +1-0),0<k <)},

Diese Mengen sind laut Lemma 4.15 zuléssig fiir p(z,y,2) = fn(y,z) — Nx. Mit dem
Satz 3.4 fiir 7 = v = § erhalten wir folgende Formeln fiir s., sy, 5., s, m und w:

(4+1)(26% 2 +520+960+12)

S = 12
5203 1
= %5 (1e(d):
o SUAD@L+O+1)(EE++2)
o
3
5303 1
= "3 (1e(d)):
o SAD@L+o+ 1)L+ +2)

6

- 5 (o ()
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sowie

(C+1)(26%2 02+ 520+ 950 +12)

S =
12 ’
S (0+2)(26%02 +5520+950+ 12+ 352 +94)
B 12 ’
w o= ([(+2)(6+50+1)%

Auflerdem gilt s — 1 > %. Mit diesen Formeln liefert Satz 3.4 die Bedingung

8% 86 86 dwtm+3)  §203
5 (0(D)y T (140(1) £ 5 (150(4) < 9=
Hieraus erhalten wir die Schranke

_ 3m(4wtm+3) 1
XY?2076 « 9 282063(14+0(1/0)) W 1+0(1/7)

Der Exponent von W ldsst sich analog zum Beweis von Satz 5.1 durch 1 — O (%)
abschétzen, was folgende Bedingung liefert:

3m (4w+m+3
Xy2070 < o GEE R 1-0(4)) yr-o(h). (5.11)

Wir konnen eine obere Schranke fiir zzp angeben, da wir f(y, z) modulo N reduzieren:

|/ (Yo, 20)|
<
lzo| < N
5
< Yy
7=0 k=0
< 5+1)2(5+2)Y525

Setzen wir nun X = WY‘S 7%, dann gilt W = [|p(zX, yY, 2Y)|lcc = NX. Damit
ergibt sich aus (5.11) die Bedingung
3m (dw+m+3
Y2070 < o~ At (1-0(1) y1-o(h) x-0(}),

Weiterhin gilt Y, Z < N, da es sich hierbei um Schranken fiir die Nullstellen eines mo-

dularen Polynoms handelt. Dann erhalten wir mit X = WY‘S 70 < WN 20

wir die folgende Schranke
Y2070 9~ (%62 03+ 0852 52)) N1-0(3)
Aus der vorherigen Bedingung ergibt sich

y27 <2~ (510 +0066) p5 = O (7), (5.12)
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Wenn wir € = [1/¢] setzen, liefert (5.12) die gewiinschte Schranke
250 )
V27 <9~ (a1 + O () 5 y—00), (5.13)

Somit erhalten wir einen Algorithmus zur Nullstellensuche. Mit diesem Algorithmus
koénnen nun alle Nullstellen (yo, z0) mit |yo| < Y und |z0| < Z in Laufzeit polynomiell
in (log W, ¢, %) gefunden werden, sofern die Schranken Y und Z der Bedingung (5.13)
geniigen. Analog zum Beweis von Satz 5.1 kann gezeigt werden, dass log W polynomiell
in log N ist. Fiir ein festes € > 0 ist die Laufzeit somit polynomiell in (log N, ¢). O

Auch hier ldsst sich dhnlich wie im Satz 5.3 das Ergebnis verbessern, indem wir durch
zusétzliche z-Shifts die Menge S und somit das Gitter L vergrolern, wiahrend die Deter-
minate des Gitters L verhiltnisméBig klein bleibt. Wiederum stellen wir eine Bedingung
an « und g, die sicherstellt, dass unser Parameterwert bei der Konstruktion der zulés-
sigen Mengen S und M nicht negativ ist.

Satz 5.6
Es sei f(y,z) = Z?:o Zi::o fjkyjzk € Zly,z] ein irreduzibles Polynom. Es seien
Y = N®, Z = NP €N mit o, 3 € (0,1) und

a+p< (5.14)

| =

Dann kénnen alle Paare (yo, z0) € Z2, die
f(yo,20) =0 mod N mit|yo| <Y, |20| < Z

erfiillen, in Zeit polynomiell in log N und 0 gefunden werden unter der Voraussetzung,
dass fiir ein € € (0, 1]

(40254+208)6+4 (o+B) 62+6 SJa+d6 -1
NBatB)(Ep+2-00) o ( Bes +0 ( Be? ))N%N_O (_ 5 5)

gilt.

Beweis: Erneut betrachten wir den bivariaten modularen Fall f(y,z) = 0 mod N als
trivariaten Fall iiber Z. Es sei

p(l‘,y,Z) = fN(yvz) — Nz =0

iiber Z, wobei fn(y,z) = f(y,z) mod N. Das bessere Ergebnis im Vergleich zu Satz
5.5 erzielen wir, indem wir die urspriingliche Shift-Menge S und dementsprechend auch
M durch zusétzliche z-Shift erweitern. Aus Konstruktion 4.14 erhalten wir mit A = 1
die Mengen

$ = {aF0<i<00<j<o(-i),0<k <+t
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und
M = {wiyjz’“|0§i§€+1,0§j35(€+1—z‘),0§kgj+nz}.
Die Definitionen aus Satz 3.4 mit 7 = § sowie v = § + 7 liefern uns

) (+1)282C2 +520+960+12+6n0602412n4)
T 12

(82 +3n6) e 1
= —% 1+0 7))
Sl+1)(604+0+1)(260+254+4+3n0)

Sy = 6
_ (20°+36%n) 63 1
= 3 1+0 7))
. SU+D)(2P+30602+2620+300+62+3nld+6nl+3n02+35+2)
° 6
3 2 2\ p3
_ (@438 +357) 0 (1 (1
6 ¢
sowie
()28 + 620+ 1200+ 67602+ 950+ 12)
B 12 ’
S (0+2)(282 2 +5020+960+65n02+ 120+ 6060+ 12+36%+90)

12
w = (+2)(0+6l+1)0+(+n)l+1).
Weiterhin gilt s — 1 > W. Mit diesen Formeln fiir s;, sy, 5., s, m und w erhalten
wir aus Satz 3.4 folgende Bedingung
2 2 3 2 2 3
x RO r0(1)y PR P (1r0(1) g MR P avony o)

_ m(4wt+m+3) 52+3n6€3
<2 4 W~ 6

Daraus folgt mit der Abschitzung 1%& >1—x fiirxz>0:

X031y 380+26% 7387+3n7+8° <2_%(1_0@))W(‘”S”)(l’o(%)). (5.15)

Da wir Polynome der gleichen Form wie in Satz 5.5 betrachten, ist X = Wlﬂ Al
eine obere Schranke fiir die Grofie von xg. Dann gilt W = ||p(zX,yY,2Y)|c = NX.
Somit erhalten wir aus (5.15) die Bedingung

y3ant2d gaonisied o= TR (10(4) i (1-0(4)

_ (((54— 1)(6+2)
2
Weiterhin gilt Y, Z < N. Dies liefert die Schranke:

vzy) 00

3m (4w+m+3) o0g(8
y38n+26° z38n+3n* 6% _ Q—W—(Ht‘in)o(#)N(5+3n)(1fo(g))‘
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Mit Y = N® und Z = N? erhalten wir die Bedingung
3m (dw+m—+3 o
N (BOn+262)+8 (36n+3n°+82) 2‘%*‘”3’7)@(%)N(5+3n)(1+0(%)).

Wir setzen nun n = —%. Es gilt dann n > 0, da a+ 8 < % und wir erhalten die
Schranke

_ 40%5%4286+4 93 (a+B) 6°498) 42 . _Sa+ip-1
NGBatB6pr2-50) _ o~ B ! O( R ) NE N O( 50 )

(5.16)
Wir setzen nun ¢ = [1/¢]| in (5.16). Dies liefert die gewiinschte Abschéitzung

(402 5+26) 544 (a+B) 6246 Sa+dp-1
NBatB)(88+2-ba) 2‘( Bes +O< Be? )) N% N_O (‘ - ) 5)'

(5.17)

Wir erhalten somit fiir « und (3, welche die vorhergehende Bedingung (5.17) erfiil-
len, einen Algorithmus zur Nullstellensuche bei bivariaten modularen Polynomen mit
Laufzeit polynomiell in (log W, 4, é) Analog zu Satz 5.1 konnen wir zeigen, dass W
polynomiell in N und somit log W polynomiell in log N ist. Da log W polynomiell in
log N ist, ist fiir ein festes £ > 0 die Laufzeit also polynomiell in (log N, ). O

Nun haben wir fiir drei Formen gezeigt, dass sich der bivariate modulare Fall auf den
trivariaten ganzzahligen Fall zuriickfithren lésst.
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6 Angriff auf RSA

Die Methode von Coppersmith spielt in der Kryptanalyse des Kryptosystems RSA eine
bedeutende Rolle. In diesem Kapitel stellen wir einige Angriffe auf das RSA-Verfahren
mittels Nullstellenberechnung trivariater ganzzahliger Polynome vor. Dabei werden wir
zeigen, dass es moglich ist, den geheimen Schliissel d effizient zu berechnen, wenn be-
stimmte Kriterien erfiillt sind.

6.1 Eine kleine Einfiihrung in RSA

Das asymmetrische Verschliisselungsverfahren RSA wurde 1978 von Rivest, Shamir und
Adleman entwickelt. Es ist das erste verdffentlichte asymmetrische Kryptosystem. RSA
wird heute noch zur Verschliisselung von Daten, welche iiber das Internet ausgetauscht
werden, und zum Austausch von Codeschliisseln fiir symmetrische Kryptosysteme ver-
wendet.

Definition 6.1 (Kryptosystem)
Ein Kryptosystem ist ein 5-Tupel (P,C,K,E,D), welcher die folgenden Bedingungen
erfillt:

e P ist eine endliche Menge von Klartezten.

e C ist eine endliche Menge von Chiffretexten.

e IC ist eine endliche Menge von Schlisseln.

o Zu jedem k € K existiert eine Verschlisselungsfunktion ey € £ mit
er:P—C
und eine Entschlisselungsfunktion dp € D mit
dp:C — P,

sodass fiir alle x € P gilt:
di(ex(z)) = .

Bei einem asymmetrischen oder public-key Verschliisselungsverfahren ist die Verschliis-
selungsfunktion e; bekannt. Sie ist der sogenannte 6ffentliche Schliissel. Die Entschliis-
selungsfunktion ist geheim. Dies hat den Vorteil, dass jeder eine beliebige Nachricht mit
dem o6ffentlichen Schliissel verschliisseln und versenden kann. Jedoch nur der Empfinger,
der in Besitz des geheimen Schliissels ist und fiir den die Nachricht dementsprechend
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bestimmt ist, kann sie entschliisseln. Dabei sollen sowohl die Schliissel als auch die
Ver- und Entschliisselungsfunktion effizient zu berechnen sein. Ein solches Verfahren ist

RSA.

Das RSA-Verfahren operiert auf einem Ring Z . Dabei ist N € N ein ganze Zahl, welche
aus zwei Primzahlen p und ¢ zusammengesetzt ist, und Zy = {0,1,..., N —1} der Ring
der ganzen Zahlen modulo N. Die Menge Z}; C Zx bezeichnet die Einheitengruppe des
Rings Zpy. Sie enthilt alle Element aus Zy, die zu N teilerfremd sind. Das bedeutet,
dass Zy = {z € Zn | ggT(N,z) = 1} ist.

Die Eulersche @-Funktion ¢(N) gibt die Anzahl der zu N teilerfremden Elemente in
Zy, also die Anzahl der Elemente in Z};, an. Es gelten die folgenden Eigenschaften:

e o(p) = p— 1 fiir eine Primzahl p.
o p(mn) = ¢(m) - p(n) fir teilerfremde Zahlen m,n € N.

Nun kénnen wir das RSA-Kryptosystem angeben.

Kryptosystem 6.2 (RSA-Verschliisselungsverfahren)
Es sei N = pq, wobei p und q Primzahlen sind. Ferner seien P =C = Zn und

K ={(N,p,q,e,d) | e, de Z;(N) mited =1 mod p(N)}.

Dabei ist (N, e) der dffentliche Schliissel und (p,q,d) der geheime Schliissel.

Fiir die Nachricht m € Zy ist
c=m® mod N

die Verschliisselung mit dem dffentlichen Schlissel (e, N). Die Entschliisselung von c
mit dem geheimen Schlissel d ist

¢* mod N.

Der Korrektheit des RSA-Verschliisselungssystems ergibt sich fiir m € Z} aus dem
Satz von Euler. Mit dem Chinesischen Restsatz kann leicht gezeigt werden, dass fiir alle
m € Zy die Entschliisselung ¢¢ = m®¢ = m mod N korrekt ist.

6.2 Angriff auf RSA bei kleinem geheimen Schliissel

Im Jahr 1990 stellte Wiener [15] einen Angriff mittels Kettenbriichen vor, bei dem
der geheime Schliissel d in polynomieller Zeit aus (N, e) berechnet werden kann, wenn
d < NY4 gilt.

Satz 6.3 (Wiener)
Es sei (e, N) ein dffentlicher RSA-Schliissel mit N = pq, wobei ¢ < p < 2q gilt. Au-

Serdem gelte fir d € Z} mit ed =1 mod @(N), dass d < IN%. Dann kann d aus
@(N) 3
(e, N) in Zeit O((log N)?) berechnet werden.
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Dieses Ergebnis verbessern Boneh und Durfee in [2]. Sie betrachten dazu ein Polynom
y(A+2z)—1 mod e. Der geheime Schliissel d kann aus den Nullstellen dieses Polynoms
berechnet werden. Sie zeigen, dass mittels dieser Methode fiir d < N%2% der geheime
Schliissel d in Polynomialzeit ermittelt werden kann.

Wir betrachten nun diesen bivariaten modularen Fall als trivariaten ganzzahligen Fall
und erhalten dasselbe Ergebnis wie Boneh und Durfee. Zunéchst jedoch beschreiben
wir, wie wir dieses Polynom aus der RSA-Schliisselgleichung erhalten.

Im Folgenden betrachten wir ein RSA-Verschliisselungsschema mit dem RSA-Modul N,
wobei die Primzahlen p und ¢ mit N = pq von der gleichen Gréfenordnung sind. Das
bedeutet, dass g < p < 2q gilt.

Es sei (N, e) der offentliche Schliissel. Dann erfiillt der zugehorige geheime Schliissel d
die Aquivalenz ed = 1 mod ¢(N), wobei p(N) = (p—1)(g—1) = N —p —q + 1 ist.
Hierbei sind e und d im Allgemeinen beide kleiner als ¢(N). Aufgrund der Aquivalenz
ed =1 mod p(N) existiert eine ganze Zahl y € Z, sodass

ed+y(N+1—(p+q) =1 (6.1)

gilt. Wir setzen nun A = N 4+ 1 und z = —(p + ¢), da uns p und ¢ nicht bekannt sind.
Dann gilt
y(A+z)=1 mode (6.2)

Wir setzen e = N fiir ein o € (0,1). Da e und N von der gleichen Gréflenordnung sind,
ist o eine Zahl nahe 1. Weiterhin nehmen wir an, dass der geheime Schliissel d < N%
mit dp € (0,1) erfiillt.

Aus Gleichung (6.1) folgern wir:

|1 — ed] ed 2ed
<

5p—1
< 2Na+5071 -9 1+OT
N+l-p—-q ¢N)~ N ‘

ly| <

Da ¢ < p ist, gilt ¢ < v/ N. Weiter folgt p < 2v/N aus p < 2q. Hieraus erhalten wir
insgesamt die folgende Abschitzung fir z:

2| <3NP = 3e2a.
Da e und N von der gleichen Groflienordnung sind, setzen wir o = 1. Dann gilt
y(A+2)—1=0 mode mit |yl <e)und |z| < el/2.
Daraus folgern wir das trivariate ganzzahlige Polynom:
p(x,y,z) =y(A+2)—1—ex.

Eine Nullstelle (zg, yo, z0) des Polynoms p(z,y, z) ist das Tripel (d, k, —(p + ¢)), wobei
ed+ ko(N) =1 gilt.

Das Newton-Polytop von p(z,y, z) hat rechte untere Dreiecksform, deshalb wenden wir
Satz 5.6 an. Wir beachten, dass in diesem Fall e = N gilt, da wir « = 1 gesetzt
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haben. Dabei ist der Grad ¢ des Polynoms p(z,y,z) gleich 1, Y = e% = N% und
Z = e'/?2 = N'/2. Damit erhalten wir die Bedingung:

N (B00+1/2)(2,5-00) N39— a1 — O (&) yOWoe),

_ 25 (1
Vernachlissigung der Terme niederer Ordnung sowie des Terms 2 24<3 O<?> NOGoe)

liefert uns die Bedingung:

1.5
(350 + 5)(5 — 50) <3
Daraus folgt direkt
T VT
0 - — — =0.284
0 < 6 3 0.28

Wenn fiir den geheimen Schliissel d < N% gilt, kann d aus dem &ffentlichen Schliissel
(e, N) in Polynomialzeit berechnet werden. Da wir bei der Herleitung Terme niederer
Ordnung vernéchléssigt haben, muss nun §y < 0.284 — & gelten.

Satz 6.4

Es sei N = pq ein RSA-Modul. Dabei seien p und q Primzahlen mit ¢ < p < 2p.
Auflerdem gelte fiir einen geheimen Schlissel d mit ed = 1 mod ¢(N), dass d < N%
ist. Dann kann d in Polynomialzeit aus dem dffentlichen Schlissel (e, N) berechnet
werden, wenn fir ein € > 0

0,

T VT
"~ 3 °

gilt.

6.3 Angriffe auf RSA bei kleinem, teilweise bekannten
geheimen Schliissel

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit zwei der in Arbeit von Ernst, Jochemsz, May
und de Weger [8] vorgestellten Angriffe auf RSA. Hierbei betrachten wir zwei verschie-
denen trivariate ganzzahlige Polynome fy;sp1 und fyrspe, die sich aus verschiedenen
Darstellungen der RSA-Schliisselgleichung ergeben. Der geheime Schliissel d lsst sich
jeweils effizient als Nullstelle dieser Polynome aus e und N berechnen, wenn d klein und
teilweise bekannt ist.

Wir nehmen wie im Abschnitt 6.2 an, dass der RSA-Modul N aus zwei verschiedenen
Primzahl p und ¢ der gleichen Eingabegrofie zusammen gesetzt ist. Die Eingabegrofie
von N sei gleich n, das heifit n = [log N|. Da p und ¢ von der gleichen Eingabegrofie
sind, gilt

p—+q<3NY2

Ferner seien e, d < ¢(N), wobei e von der gleichen Eingabegrofie wie N ist. Weiterhin ist
fn die Eingabegrofie von d fiir g € (0,1). AuBlerdem sei k eine ganze Zahl, fiir welche

ed—1=ke(N)

o7



gilt. Dann konnen wir k folgendermaflen abschitzen

ed—1 ed
k= < <d< NP¥.
p(N) ~ p(N)
Mit MSB (most significant bits) bezeichnen wir die fithrenden Bits der Bindrdarstellung
einer Zahl, also die hochstwertigen Bits einer Zahl.

Es seien nun die (8 — o) n MSB von d dem Angreifer bekannt, wobei 0 < o < 3 gilt.
Dann lésst sich d darstellen als d = d + dg, wobei

e d die MSB von d bezeichnet, also die (3—a) n fithrenden Bits der Biniirdarstellung
von d, welche dem Angreifer bekannt sind, und

e dy die letzten o Bits der Bindrdarstellung, also die nicht-signifikanten Bits von d
bezeichnet, welche der Angreifer nicht kennt.

Dies bedeutet explizit, dass
d < NP und |do| = |d — d| < N®

gilt.

Angriff mit dem Polynom f);551

Ziel dieses Angriffs ist es, den geheimen Schliissel d effizient zu berechnen, wihrend uns
moglichst wenige der MSB bekannt sein miissen. Das heiflt, wir wollen § maximieren,
welches die Eingabegrofe von d ist, und (6 — «)n, als Anzahl der bekannten MSB,
minimieren. Die RSA-Schliisselgleichung e d — 1 = k (V) ldsst sich mittels des Wissens
iiber die MSB von d nun folgendermaflen darstellen:

e(d—dy)—1=k(N—(p+q—1)). (6.3)

Dabei sind dy, k und p+¢q—1 nicht bekannt. Somit kénnen wir aus (6.3) das Polynom

fuspi(z,y,z) = e(z+d)—1-y(—z+N)
— ex—Ny+yz+Rmit R=ed—1 (6.4)

herleiten, welches die Nullstelle (xo, yo, 20) = (do, k,p + ¢ — 1) besitzt. Wir setzen nun
X =N® Y = NP und Z =3 N2 Dann gilt |zo| < X, |yo| <Y und |z0| < Z.

Das Polynom fyrsp1(z,y, z) ist trivariat, ganzzahlig und irreduzibel. Somit kann Satz
3.4 angewandt werden mit den Mengen

S:{ﬂMﬁWSiSKOSjSE—LO§k§j+M}

und
M:{xiyjzk\0§i§€+1,0§j§€+1—i,0§k§j+n£},
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wobei 17 € R der zu optimierende Parameter ist. Die Wahl des Parameter ¢ € N hingt
dhnlich wie im Beweis des Satzes 5.1 mit der gewiinschten Giite der Schranken zusam-
men.

Diese Mengen erfiillen die im Satz 3.4 geforderte Eigenschaft. Weiterhin kénnen wir
zeigen, dass die Mengen S und M zuldssig sind fiir fyrsp1(z,y, 2). Der Beweis erfolgt
analog zum Beweis von Lemma 4.15 und wird hier nicht explizit aufgefiihrt.

Es ist jedoch zu beachten, dass das Polynom fyrsp1(z,y, z) nicht aus einem bivaria-
ten modularen Polynom, welches als trivariates ganzzahliges Polynom aufgefasst wird,
hervorgeht und somit der Satz 5.6 nicht angewendet werden kann.

Wenden wir nun Satz 3.4 auf das Polynom fassp1(z,y, 2) und die Mengen S und M an.
Dabei gilt d, =dy, =d. =1, 7 =1 und v = 1 + 7. Somit erhalten wir als Exponenten
von X, Y und Z:

(C+1)202 +0+90+12+ 6002+ 1270)

Sy =
12
1 2, 11
_ LEdms dnt2, HAGm,
6 2 6
L H)E++6+300)
, =
6
243 3n+4, 3n+11
= %é% "; 2+ ”;: (+3

und

(C+1)(2+50+3n2+9nl+3n%+6)

6
_ 1+3n+3n2€3+4n+2+n2€2+9n+11

6 2 6

S, =

£+ 1.

Die Menge S enthéilt
2+0)(+1)(l+3nl+3)

6
377%169%1

Y

Elemente. Weiterhin gilt

(143) (240 (£ +370+4)
6

und
w=l+2)2*U+nl+2).

Satz 3.4 besagt nun, dass alle Nullstellen (¢, yo, 29) des Polynoms fyrsp1(z,y, z), welche
lzo| < X, |yo] <Y und |z9| < Z erfiillen, in Polynomialzeit gefunden werden kénnen
unter der Voraussetzung, dass

Xs;,:—l—@ysy—&—TZZsz—‘r'yZ < Q—WWS—I
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gilt. Ignorieren wir nun alle Terme der Ordung o(¢3) und den Term 2~ m(4wim+3), SO

erhalten wir folgende Bedingung:

2
1437 43 243143 _14+31n+3n° 43 1+3 7 p3
s CyTe Pz PawTe b

X

Daraus ergibt sich die Schranke

X1+3nY2+3n21+3n+3n2 < Witsn,

Nun setzen wir die Darstellung von X, Y, Z in Abhéingigkeit von N in die Ungleichung
ein, dabei ignorieren wir die konstanten Faktoren. Es gilt auflerdem

W = || fuspi(xzX,yY,2Y)|| > NY = NP,
Dies liefert die Bedingung

Ne(+30) N8 (2+3n) N5 (1+30+37%) - \(1+8)(1+37)

Somit muss 1 3 3
3 ———n+’<0
a+3an+p 5 277+277 <

gelten. Die linke Seite der Ungleichung ist minimal fiir n = % — «a. Mit diesem Wert fiir

1 erhalten wir
< 5 V1465

6 3
Dies gibt uns in Abhéingigkeit der Eingabegrofie 8 n des geheimen Schliissels d eine obere
Schranke an, wie viele der MSB der Angreifer kennen muss, um den geheimen Schliissel
d in Polynomialzeit berechnen zu kénnen. Umgekehrt bedeutet das, wenn mindestens
an fira > %— VIEGH o nicht-signifikanten Bits unbekannt sind, lédsst sich der geheime

3
Schliissel mit dieser Methode nicht in Polynomialzeit berechnen.

Der Angriff von Boneh und Durfee im Abschnitt 6.2 kann als Spezialfall dieses Angriffs
gesehen werden. Dabei wird angenommen, dass die bekannten hochstwertigen Bits alle
0 sind.

Angriff mit dem Polynom f;5p-

Kennt ein Angreifer d, die (ﬁf a)n hochstwertigen Bits der Bindrdarstellung von d, so

kann er eine Approximation k von k € Z mit ed — 1 = ky(N) berechnen:
- ed—1
k= .
N
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Bezeichnen wir nun mit kg = k — k den unbekannten Teil von k. Somit erhalten wir fiir
ko diese Abschitzung:

lko| = [k — K
_ led—1 ed—1
T | N N
~ |(ed=1)N —(ed—1)N — (ed— 1)+ (ed — 1)(p + q)
a ¢(N)N
e(d=d)| |(p+qg—1(ed—1)
= N e(N)N
e - lp+a—1]d
S (Na+3Nﬁ—a)
<1

< 4N7 mit vy =max{a,[ — %}
Mit diesem Wissen iiber die MSB von k kénnen wir die RSA-Schliisselgleichung folgen-
dermaflen darstellen:
e(d+do) —1=(k+ko)(N —(p+q—1))
Somit hat das Polynom
farrsse ::em—Ny—i-yz—i-l;:z—kR mit R:==ed—1—kN

die Nullstelle (zo, Yo, 2z0) = (do, ko,p + g — 1). Dabei gilt in diesem Fall |zo| < X = N,
ol <Y =4 N7 und |2| < Z =3 Nz.

Das Polynom fyrsp2(z,y, z) ist ein irreduzibles trivariates ganzzahliges Polynom, daher
konnen wir Satz 3.4 anwenden.

Wir wiahlen die Mengen
S:={zlfF0<i<0<j<l4+nl—i0<k<l—i}
und
M= {2y 2"0<i<l+1,0<j<l+1+n0—i,0<k<l+1—i}.
Dann erhalten wir als Exponenten fiir X, Y und Z:
(L+1)(L+2)(2¢0+3nl+3)

Sy = 6
1 3 2
= 6((2+377)€ +(9+9n) "+ (13+61) L +6),
o 9l (L 4nl+1)
, =

2
(B(L+n)?+ (15+21n+67°) 0> + (24 + 18n) £+ 12)

[
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und

L+l +2)(+nt+2)
2

(34+3n) 6%+ (15+9n) €% + (24 +61) £+ 12)..

| =

Die Menge S enthalt
(L+1)(+2)(2¢0+3nl+3)
6

1
= 6((2+3n)e3+(9+9n)£2+(13+6n)£+6)

Elemente und die Menge M enthilt

(0+2)(0+3)(20+3nl+5)
6

m =

Elemente. Weiterhin gilt
w=(L+2)%*(1+n)t+2).

Nun konnen wir laut Satz 3.4 alle Nullstellen (xg,yo,20) des Polynoms fy;sps mit
lzo| < X |yo| <Y und |29| < Z in polynomieller Zeit finden, wenn

m (4 w+m+3)
4

Xsm—i-ﬁysy-l—'rfzsz—i-’yé <2 Ws—l

m (4 w+m+3)
gilt. Vernachlissigen der Termen der Ordnung o(¢3) und des Terms 2~ S iefert

die Ungleichung
X 2+31y3(14n)? 73+37 < W2t3n

Dabei gilt X = N®, Y =4 N7 mit v = max{«, § — %}, Z=3N2? und
W =max{eX,NY,YZ kZ,R} > NY = 4N,
Setzen wir diese Grenzen ein, wobei wir die konstanten Faktoren vernachléssigen, liefert
dies: Ne@+30) 3y (L) N5 (3+30) o p(1+7) (243 7).
Somit muss

) 3.1
3vn +(3a+3'y—§)17—§+2a+'y<0

gelten. Fiir n := # wird die linke Seite der Ungleichung minimal und wir erhal-
ten:
1 v 6y+442
a< -+ - — (6.5)
2 3 3
Gelte nun v = «a. Das bedeutet, dass a« > 3 — 1/2 gilt. Dann liefert uns (6.5)
1 a Vb6a+4a?
a < o
2 3 3
- < 5
o Bl
16
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. 11
Dementsprechend gilt dann 8 < 15.

Fiir v = 3 — 3 erhalten wir mit (6.5)

1, 8 Japr+25-2
3

<7 p—
“<3zty

In diesem Fall gilt 8 > %, da § — % > « gilt.

Fassen wir nun alle Ergebnisse diese Abschnitts zusammen.

Satz 6.5

Es sei N = pq ein RSA-Modul der Eingabegrifie n. Es seien p und q Primzahlen der
gleichen Grdfienordnung. Es gelte 0 < a < < 1. Weiterhin sei e der dffentliche
Schliissel und d der geheime Schlissel im RSA-Verfahren. Dabei sei e von der gleichen
Eingabegrifie wie der RSA-Modul N und es sei d < NP. Sind nun dem Angreifer die
(6 —a)n MSB des geheimen Schiissels d bekannt, kann er diesen in polynomieller Zeit
berechnen, falls

oa<%—7vl'§6ﬁ—5,

oa<%—5undﬂ§%oder

/ 2 —
oa<%+§—w—€undﬁ>%

gilt.

Die um € schlechteren Schranken im Vergleich zu den angebenen Herleitungen ergeben
aus der Vernachlissigung der Terme niederer Ordnung und des Terms Q_W
Wir haben in diesem Kapitel drei Beispiele fiir Angriffe auf das RSA-Verfahren gesehen,
bei denen die Methode von Coppersmith angewendet wird. Es gibt noch eine Vielzahl
weiterer Angriffe dieser Form auf das Kryptosystem RSA. So kénnen wir beispielsweise
ein RSA-Schliisselpaar (e,d) betrachten, bei dem dem Angreifer die niederwertigsten
Bits bekannt sind [8].
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Anhang A

Der Variablenwechsel

A.1 Der bivariate Fall

Der im Satz 3.2 beschrieben Algorithmus zur Suche kleiner Nullstellen setzt voraus, dass
das konstante Glied pgp des Polynoms p(z,y) von 0 verschieden ist. Im Fall pgyp = 0
erhalten wir durch einen einfachen Wechsel der Variablen ein Polynom p*(x,y) mit
poo # 0. Dieser Variablenwechsel wird im Folgenden beschrieben.

Es sei p(z,y) ein Polynom vom maximalen Grad d, in x. Wir stellen p(z,y) als

p(l',y) = a(ﬂ?) T+ b(ﬂ?,y) Y

dar, wobei a(z) ein univariates Polynom vom Grad hochstens d, — 1 ist. Da p(x,y)
irreduzibel ist, ist das Polynom a(z) von 0 verschieden. Weiterhin existiert ein 7 mit
0 < i <d,, sodass a(i) # 0, da dega < d, — 1. Dann ist p*(i,0) # 0. Wir setzen nun

p(w,y) == p(r +1i,y).

Dann erhalten wir ein Polynom p*(z,y) mit pj, # 0. Falls (x0,y0) eine Nullstelle von
p*(x,y) ist, so ist (g +1, o) eine Nullstelle von p(z,y). Wir benutzen also p*(z,y) statt

p(x,y).

A.2 Der trivariate Fall

Wir betrachten nun ein trivariates irreduzibles ganzzahliges Polynom p(z,y, z) mit
pooo = 0. Da wir im Algorithmus, den uns Satz 3.4 liefert, bendtigen, dass pggo invertier-
bar ist, nehmen wir ein Variablenwechsel vor, sodass wir ein Polynom p*(z, y, z) erhalten
mit pjyy # 0. Wir ersetzen dann im Beweis des Satzes 3.4 p(z,y, z) durch p*(z,y, 2).
Der Variablenwechsel erfolgt im Wesentlichen dhnlich wie im bivariaten Fall.

Es sei p(z,y, z) ein Polynom mit maximalem Grad d, in z und dy in y. Das Polynom
p(z,y, z) kann dargestellt werden als

p(mvyvz) = CL(SU) $+b1($,y) -y—i—c(x,y,z) =D

wobei deg(a(z)) < d, — 1 und deg, (b1(7,y)) < dy — 1. Da p(z,y, ) irreduzibel ist, ist
das Polynom a(x) oder das Polynom b(x) von 0 verschieden. Wir unterscheiden nun
diese beide Fille.
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1. Es sei a(z) # 0.

Da deg(a(x)) < d; — 1, existiert ein ¢,0 < i < dy, mit a(i) # 0. Somit ist auch
p(i,0,0) # 0. Wir setzen daher p*(z,y, z) := p(x +1,y, z), dann ist p*(0,0,0) # 0.

2. Es sei a(z) = 0 und by (z,y) # 0.
Schreibe

bl(xvy) = b,Z(x) "X+ b?(xay) Y.

Da by (z,y) # 0, ist bS(x) oder ba(z,y) von 0 verschieden.

(1)

(i)

Es sei by(x) # 0.

Da degby(z) < d, — 1 ist, existiert ein ¢ mit 0 < ¢ < d,, sodass by(i) # 0.
Damit ist auch p(i, 1,0) # 0. Wir setzen p*(x,y, z) :== p(r +1i,y+1, 2), dann
ist p*(0,0,0) # 0.

Es sei by(z) = 0 und ba(x,y) # 0.

Dann konnen wir by (z, y) erneut darstellen als by(z, y) = b5(z)-x+bs(z,y)-y.
Ist dann b5(x) # 0, verfahren wir wie im Fall (¢). Gilt jedoch b5(z) = 0 und
bs(z,y) # 0, verfahren wir wie folgt.

Wir beobachten, dass deg, (b1(z,y)) < dy — 1, deg,(b2(z,y)) < dy — 2 und
deg, (b3(7,y)) < dy — 3 gilt. Wir konnen also sukzessiv b;(z,y) als

bi(z,y) = b§+1(93) cx+bi(r,y) -y

darstellen. Dabei gilt b} ;(2) # 0 oder biy1(x,y) # 0. Im Fall b}, (x) # 0
konnen wir Fall (i) anwenden.

Im Fall bjt1(xz,y) # 0 gilt nach hochstens d, dieser Schritte, dass
deg(bg, (z,y)) = 0ist. Also ist by, (7, y) ein Polynom in x vom Grad hochstens
d;. Dann existiert also ein 4 mit 0 < i < d,;, sodass bg, (i,y) = ba, (i) # 0 gilt.
Somit ist auch p(i,1,0) # 0. Wir setzen p*(x,y, 2) := p(z + i,y + 1, 2), dann
gilt p*(0,0,0) # 0.
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Anhang B

Abschitzung fiir den Exponenten von 2

B.1 Abschitzung fiir den Exponenten von 2 fiir die
modulare linke untere Dreiecksform

In diesem Abschnitt wollen wir die Abschéitzungen fiir den Exponenten von 2 im Satz
5.1 angeben. Zur Erinnerung:

Satz
Es sei f(y,z) € Ly, 2] ein irreduzibles Polynom vom totalen Grad 6. Es seien' Y und Z
natirliche Zahlen, welche der Bedingung

yz<2‘(%+0(§2)).]\7%—0(

)

gendigen fiir ein € € (0,1]. Dann kénnen alle Paare (yo,20) € Z2, die

[STI0]

f(yo,20) =0 mod N mit |yg| <Y, |20| < Z

erfillen, in Zeit polynomiell in log N und § gefunden werden.

Es gilt:

(0+2)(26%02 +5520+950+ 12+ 3% +96)
12
28203 4+96%02 +9602+120+1360+2750 424+ 66+ 186
12 ’

w o= (L+2)(+50+1)2
= 50%04+4820 +650+6203+2502 +0+25+26%+46+2.

Satz 3.4 liefert uns die Bedingung

st+fysy+‘rfzsz+’yf < 27%[]{/871
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Wir kénnen nun den Exponenten von 2 folgendermaflen abschitzen:

s Z mtd 14454 e+ <48 &+ 4; 54) £+ (22325 o'+ 23623 &+ 16845 52) ¢
N ( % 5e 53623 52 52541 5 4 89 54> P
(259 5t 93929 5 5547163 5 221 54 i) 2
<41267 T 42947 5 Iz 5 243) )
199 ST 1295 %353 By 1—754

Im Beweis von Satz 5.1 potenzieren wir nun beide Seiten der Bedingung mit
so5(1+ O(1/¢)). Somit ergibt sich fiir den Exponenten von 2

6m (4w +m +3) 2 (T2 555\ 24 789 2965 , 555
< -
4261 +01/0)) = <245 ST (60T 960 T3 )!

D24 2 54 Pl o@/n) a-0a/0)
16 46
25 9.3 242 2 2 2
< ﬂé 02 4+ 1600% + 980“¢ + 3196~ + O(67/¢)
6m (4w+m+3) —-O(1/¢
Dann werden die Terme 2 46203 (1-0(1/6) und (W) 4o zusamimen-

gefasst. Es gilt

((“UM> OO tesernean-no(d) _ 4-o(5)
2

Um die Abschétzung (5.3) zu erhalten wird nun mit 1/ potenziert. Dies liefert

105,(65)>

2
ﬁcsﬁ + 16562 +9850+3190+O@/¢) + O <

als Exponenten von 2. Wird nun ¢ = |1/¢] gesetzt erhalten wir den gewiinschten Ex-
ponent

255 166 989 log(d)e) _ 256 52
s T T ~|—3195—|—(9(65)+(9< 5 >_24€3+(9<62

von 2.

Hierzu analog verlduft auch die Abschétzung des Exponenten von 2 fiir die modulare
rechte untere Dreiecksform ohne zusitzliche Shifts (Satz 5.5). Daher wird diese Ab-
schitzung nicht mehr explizit aufgefiihrt.

67



B.2 Abschitzung fiir den Exponenten von 2 fiir die
modulare Rechtecksform ohne zusitzliche Shifts

Nun werden wir die Abschitzung des Exponenten von 2 im Satz 5.2 angeben. Zur
Erinnerung:

Satz
Es sei f(y, z) € Z[y, z] ein Polynom vom Grad § iny und z. Es seien Y und Z natirliche
Zahlen, welche fiir ein € € (0,1]

vz <o (Z+0(3) N5 —0(5)

erfillen. Dann kénnen alle Nullstellen (yo,z0) modulo N des Polynoms f(x,y) mit
lyo| <Y, |20| < Z in Zeit polynomiell in log N und § gefunden werden.

Der Exponent von 2 ist nach der Bedingung aus Satz 3.4 —M, wobei
(0+2)(206% 2 +5520+65+6+235%+60)
6
26203 +96%0+650+60+2060+106%(+12+160
6

m =

und

w o= ((+2)(6+50+1)
56204+4820 +650+6203+2602+0+26+45+2

ist. Es gilt also

m (4w 4 m + 3) 1346 (114 374\, (491, 1465 , 15\ ,
R R A (ar C iy L IV (puiciap S i N 2R
4 36 T 60 T2 T3 T’ Ty
14 1 4
< 63 520 T 5 93 1995, 396 53> P

451 T5o 5 43354 3929 5)
< R 725>€

1 2 1 2
+<6256 054 6053 87352 43>£

148

+—5 0+ 180+ —53 13

2

Nun werden beide Seiten der Bedingung

X@(Ho(l/z))(yz) (1+0(1/e))<2 MW@
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mit m potenziert. Dies liefert den folgenden Exponenten von 2:

6m(4dw+m+3) 6m (4w +m+3)
-0
45203(14+ O(1/0)) — 46203 (1-00/6)
(13, 4 37 5\ 491 1465 , 45
_<66€+<116+25 0+ —6+ 245+2€
1
+1@+%§+5§ﬁ 6%5+0®W@>u—oaw»
13 5 . 37 5\ o 491 1465 , 45
< = e
_65€+<116+25 0+ —6+ 24(5+2E
1
+143+%+@52 @5+0(5z/€)
m (4 w+m+3)
Dann fassen wir die Terme 27 a2 (1=01/0) ynq ((6 + 1)2)790/0 zusammen.

Da
(6 4 1)2)~0W/0 — 9=21o8(3+1)0(3) _ 50 (52)

gilt, erhalten wir als Exponenten von 2:

1 491 14 4
—<6352e3+ (115+?’752> £2+< ) 5+ 6552 ;)g

2
ISYEI-LN @52 8925 0 (2 4o (e
5 3 v ‘
> — (3626 + 0(52 )

Um nun Abschétzung (5.6) zu erhalten wird in Beweis von Satz 5.2 mit % potenziert.
Damit erhalten wir folgenden Exponenten fiir 2, welche wir weiter abschétzen.

m(4w +m + 3) log(0) 13 3 11 37 2 491 1465 15
< —
24303 +0 ( 14 - 18(% 3 6 50)C 18 * 72 T 26 ¢

143 72 193 692 ) log (&)
tos by 0T 9+(’)<€>+0< 5

< 603 410607 4+ 5660 + 1645 + O (‘;)

Setzen wir nun ¢ = |1/e| liefert uns dies den gewiinschten Exponenten von 2:

1
5L sy o= 4o ()
9 13
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