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1. Einleitung

Das Forschungsgebiet ,,Geometrie der Zahlen”, auch ,,geometrische Zahlentheorie” genannt, wur-
de von Hermann Minkowski Anfang des 19. Jahrhunderts begriindet [20]. Die Geometrie der
Zahlen verwendet geometrische Methoden, um zahlentheoretische Probleme zu l6sen, zum Bei-
spiel die diophantische Approximation, und verbindet auf diese Weise diskrete Elemente wie
Ganzzahligkeit mit Aspekten der Geometrie. Grundlegendes Thema in der Geometrie der Zah-
len ist die Fragestellung, welche Bedingungen ein konvexer Korper im euklidischen Raum erfiillen
muss, damit er Punkte mit ganzzahligen Koordinaten enthélt. Eine klassische Einfiihrung in die
Methodik der Geometrie der Zahlen gibt Cassels [10].

Zu Beginn der 80er Jahre begann man die Methoden der ,klassischen” Geometrie der Zahlen
unter einem algorithmischen und komplexitéatstheoretischen Aspekt zu betrachten Im Jahr 1983
entwickelte H. W. Lenstra einen Polynomzeitalgorithmus fiir ganzzahlige Programmierung in
fester Dimension [27]. Ausgehend von diesem Ergebnis gewann der algorithmische Aspekt der
Geometrie der Zahlen in den letzten Jahrzehnten zunehmend an Bedeutung, da die Ergebnisse
vielfdltige Anwendungen in zahlreichen Bereichen der angewandten Mathematik fanden, unter
anderem der Kodierungstheorie, Kryptographie und Optimierung.

Minkowski prigte in seiner Arbeit [20] den Begriff des Gitters beziehungsweise der quadrati-
schen Form, obwohl bereits Gaufl und Lagrange mit diesem mathematischen Objekt gearbeitet
haben. Ein Gitter ist eine diskrete Untergruppe des R™ und wird iiblicherweise durch eine Basis
dargestellt. Innerhalb der Gittertheorie gibt es zwei wesentliche Probleme:

Problem des kiirzesten Gittervektors: Finde zu einer Gitterbasis einen moglichst kurzen von
0 verschiedenen Gittervektor.

Problem des nachsten Gittervektors: Finde zu einem gegebenen Vektor einen moglichst nahen
Gittervektor.

Diese beiden Probleme sind — zumindest unter randomisierter Reduktion — NP-hart und die
meisten Anwendungen der Geometrie der Zahlen beruhen auf diesen Problemen. Eine der grofien
Fragen ist es, ob das Problem des néchsten Gittervektors NP-vollsténdig ist.

Die Bedeutung der beiden Probleme beruht unter anderem auf der Tatsache, dass man in den
vergangenen Jahren Kryptosysteme entwickelt hat, deren Sicherheit auf der Schwierigkeit dieser
Probleme beruht. Andererseits kann man approximative Losungen der Probleme fiir Attacken
auf Kryptosysteme verwenden, zum Beispiel auf RSA. Auf Grund der vielfiltigen Anwendungs-
moglichkeiten wurden die beiden Probleme ,,Problem des kiirzesten Gittervektors” und ,,Problem
des néchsten Gittervektors” in den letzten Jahren intensiv untersucht. Grundlage fiir die mei-
sten Untersuchungen ist der LLL-Algorithmus von Lenstra, Lenstra und Lovasz aus dem Jahr
1982, der in polynomieller Zeit das Problem des kiirzesten Gittervektors mit dem Faktor 2"
approximiert. Eine genauere Ubersicht iiber die Entwicklungsgeschichte dieser Probleme wird in
Abschnitt 2.5 gegeben.



Da das Problem des kiirzesten Gittervektors und das Problem des néchsten Gittervektors schwer
zu 16sen sind, verwendet man zur Losung beziehungsweise zur Approximation héufig randomi-
sierte Algorithmen. Die Randomisierung besteht in den meisten Fillen darin, dass man Punkte
aus einem Bereich, meist einem konvexen Korper, zufillig auswéhlt. Solche Methoden bezeich-
net man als Samplemethoden. Die erste Samplemethode zur Losung des Problems des kiirzesten
Gittervektors beziiglich der f2-Norm wurde von Ajtai, Kumar und Sivakumar [2] im Jahr 2001
entwickelt. Ein Jahr spéter stellten sie eine Turingreduktion mit einfach exponentieller Laufzeit
vom Problem des néichsten Gittervektors auf das Problem des kiirzesten Gittervektors mit dem
Approximationsfaktor (1 + €) fiir ein € > 0 vor [3].

In dieser Diplomarbeit wird eine Samplemethode vorgestellt, die auf Ideen von Sudan und Regev
beruht. Mit Hilfe der Samplemethode kann man einen Gittervektor wahlen, dessen Lénge kleiner
als eine vorgegebene Konstante ist. Durch eine geringfiigige Modifikation kann dann das Problem
des kiirzesten Gittervektors fiir jede £,-Norm mit einfach exponentieller Laufzeit gelost werden.
Unter der Voraussetzung, dass man das Problem des kiirzsten Gittervektors exakt 16sen kann,
kann man mit Hilfe einer von Blomer entwickelten Variation dieser Samplemethode das Problem
des nichsten Gittervektors mit dem Approximationsfaktor c¢(1 + €)? fiir eine Konstante ¢ und
€ > 0 lésen. Die Reduktion verwendet im Wesentlichen die Ideen und Methoden von Ajtai,
Kumar und Sivakumar in [3]. Es ist aber nicht gelungen, ebenfalls den Approximationsfaktor
(14 €) zu erreichen.

Die Arbeit gliedert sich in folgende Teile:

Kapitel 2: Dieses Kapitel gibt eine grundlegende Einfithrung in die Theorie der Gitter sowie
die Komplexitat des Problems des kiirzesten Gittervektors und des Problems des néchsten
Gittervektors soweit sie fiir diese Arbeit bend6tigt werden.

Kapitel 3: Auf der Grundlage von Ideen von Regev und Sudan wird eine allgemeine Sample-
methode beschrieben, die Gittervektoren berechnet, deren Lénge beziiglich der ¢,-Norm
kleiner als eine Konstante sind. Ein besonderer Schwerpunkt liegt in der Beschreibung der
Funktionsweise, sowie allgemeinen Aussagen iiber die Eigenschaften dieser Methode.

Kapitel 4: In diesem Kapitel wird eine Modifikation der Samplemethode aus Kapitel 3 vorge-
stellt, mit der man das Problem des kiirzesten Gittervektors beziiglich der £,-Norm durch
einen randomisierten Algorithmus mit einfach exponentieller Laufzeit 16sen kann.

Kapitel 5 Dieses Kapitel zeigt, dass man unter der Voraussetzung, dass man das Problem des
kiirzesten Gittervektors exakt 16sen kann und unter Verwendung einer Variation der Sam-
plemethode aus Kapitel 3, das Problem des néchsten Gittervektors in einfach exponentieller
Laufzeit approximieren kann.

Das Kapitel 3 bildet die Grundlage fiir die Kapitel 4 und 5, wobei diese aber unabhéngig von-
einander gelesen werden kénnen.



2. Einfiihrung in die Theorie der Gitter

In diesem Kapitel soll eine kurze Einfiilhrung in die Theorie der Gitter gegeben werden. Sie
beruht auf [28] und soll die Grundlagen der Gittertheorie darstellen, soweit sie fiir diese Arbeit
benétigt werden. Eine detailliertere Einfithrung gibt [28].

2.1. Grundlagen

Sei R™ ein m-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Ein Gitter im R™ ist definiert als die

Menge
L(b1,...,by) = {inbiyx,- S Z}
=1

aller ganzzahligen Linearkombinationen von n linear unabhéngigen Vektoren bq,...,b,. Der
Rang des Gitters ist n und m ist die Dimension des Gitters. Die Menge B = {by,...,b,} wird
eine Gitterbasis genannt. Wenn man B als Matrix

B=[by,...,by] € R™"

betrachtet, so kann ein Gitter unter Verwendung der Matrix-Vektor-Multiplikation auch als
folgende Menge definiert werden:

L(B) ={Bz|x € Z"}.

Ohne Bezug auf eine Basis kann man ein Gitter L auch als eine diskrete additive Untergruppe
des R™ charakterisieren.

Im Fall n = m, falls also Rang und Dimension tibereinstimmen, heifit £(B) ein volldimensionales
Gitter. Das Gitter £(B) ist also genau dann volldimensional, wenn der von B aufgespannte
Vektorraum span(B) = {Bx|z € R"} gleich dem Raum R™ ist. Der Unterschied zwischen £(B)
und span(B) besteht darin, dass bei einem Gitter nur ganzzahlige Linearkombinationen erlaubt
sind. Es ist offensichtlich, dass span(B) nicht von der Basis B abhéngt, das heifit wenn B
und B’ das gleiche Gitter erzeugen, so ist span(B) = span(B’). Deswegen wird fiir jedes Gitter
L = L£(B) der aufgespannte Vektorraum unabhéngig von der Basis definiert und man bezeichnet
ihn allgemein mit span(L). Die Menge B ist eine Basis von span(B) als Vektorraum und damit
ist der Rang des Gitters £(B) gleich der Dimension von span(B). Eine beliebige Menge von n
linear unabhéngigen Gittervektoren B’ € L£(B) ist eine Basis fiir span(B), aber nicht notwendig
auch eine Gitterbasis fiir £(B).

Sei B' = {V),...,b,} eine Menge mit n linear unabhéngige Gittervektoren, das heiit b} € L(B)
fir i = 1,...,n. Man definiert ein halboffenes Parallelepiped

P(B') = {inbﬂo <z < 1}

i=1



Dann ist B’ genau dann eine Gitterbasis fiir £(B), wenn P(B’) keinen anderen Gittervektor
enthélt als den Ursprung. Fiir eine Gitterbasis B bezeichnet man P(B) als Fundamentalbereich
des Gitters beziiglich der Basis B.

Da B’ eine Menge von linear unabhéngigen Vektoren ist, ist £(B’) ein Gitter mit der Gitterbasis
B'. Offensichtlich gilt £(B’) C L£(B). Man bezeichnet £(B’) auch als Untergitter von £(B). Falls
L(B') = L(B), so heiflen die Basen B und B’ aquivalent. Algebraisch sind dquivalente Basen
dadurch charakterisiert, dass eine unimodulare Matrix U € Z™*" existiert, das heifit eine Matrix
mit ganzzahligen Eintragen und det(U) = +1, mit B’ = B - U.

Die Determinante eines Gitters L = L£(B) ist das n-dimensionale Volumen des Fundamentalbe-
reiches P(B), das durch die Basisvektoren aufgespannt wird. Sie ist eine Gitterinvariante, da fiir
zwei dquivalente Basen B und B’ eine unimodulare Matrix U existiert mit B’ = B -U. Am ein-
fachsten kann man die Determinante eines Gitters mit der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung
berechnen, denn die Determinante ist gleich dem Produkt der Langen der orthogonalisierten
Vektoren b7, ...,b;, der Basis by, ..., by:

det(£(B)) = [T IIb¢]l2-
i=1

2.2. Sukzessive Minima und die Satze von Minkowski

Die Sétze von Minkowski bilden die Grundlage fir die gesamte Geometrie der Zahlen und ins-
besondere der Gittertheorie. Sie verwenden weitere Invarianten des Gitters, die sukzessiven Mi-
nima.

2.2.1. Sukzessive Minima

Im Folgenden sei L ein Gitter der Dimension m vom Rang n. Sei B,,(0,7) = {z € R™| ||z|| < r}
die offene m-dimensionale Kugel vom Radius 7 um den Ursprung beziiglich der Norm ||.||. Die
Bezeichnung ||.|| wird in dieser Arbeit verwendet, wenn eine beliebige Norm gemeint ist. Die
¢,-Norm wird mit ||.||, bezeichnet, insbesondere also die ¢2-Norm mit [|.||2 und die £o-Norm
mit ||.||co. Falls die Dimension offensichtlich ist, notiert man B(0, ).

Fiir ein Gitter L vom Rang n und 1 < i < n definiert man das i-te Minimum A;(L) als den
Radius der kleinsten Kugel um den Ursprung, die ¢ linear unabhéngige Gittervektoren enthélt:

Ai(L) = inf{r|dim(span(L N B(0,r))) > i}.

Diese sukzessiven Minima A;(L), Aa(L),..., A, (L) sind fir jedes Gitter wichtige Konstanten.
Falls eindeutig ist, welches Gitter gemeint ist, so schreibt man auch Ai, Ao, ..., A,. Sukzessive
Minima koénnen in Bezug auf jede Norm definiert werden. Mit )\gp )(L) bezeichnet man das -
te sukzessive Minimum beziiglich der £,-Norm. Wenn sich aus dem Kontext eindeutig ergibt,
welche Norm verwendet wird, so schreibt man A;(L). Man kann zeigen, dass fiir jedes Gitter
die sukzessiven Minima angenommen werden kénnen, das heifit es existieren x1,...,x, € L mit
l|zi|| = Ai(L). Entsprechend dieser Definition ist A;(L) die Léange der kiirzesten Gittervekto-

ren ungleich 0 im Gitter L. Wenn im Folgenden von den kiirzesten Gittervektoren gesprochen



wird, so sind immer die kirzesten Gittervektoren ungleich 0 gemeint. Die Lange der kiirzesten
Gittervektoren ist gleich dem minimalen Abstand zwischen zwei verschiedenen Gitterpunkten:

AM(L) = min ||z —y||= min |[|z||.
()= i o= ol| = _nin o]
Die Vektoren z1,...,x, € L mit ||a;|| = N\i(L) fir ¢ = 1,...,n bilden nicht notwendigerweise

eine Basis des Gitters L. Mit bl(L) bezeichnet man das Minimum r, so dass B(0,7) eine Menge
von Vektoren enthélt, die L erzeugen. Es gilt:

An(L) < bI(L).

2.2.2. Das 1. Theorem von Minkowski

Das 1. Theorem von Minkowski bildet eine wichtige obere Schranke fiir die Lange des kiirzesten
Gittervektors in einem Gitter L. Es beruht auf folgendem grundlegenden Theorem:

Theorem 2.2.1 Theorem von Blichfeldt

Sei L ein beliebiges Gitter und S C span(L) eine messbare Menge, das heifft man kann vol(S)
bestimmen. Falls vol(S) > det(L), dann existieren zwei verschiedene Punkte z1,zy € S mit
z1— 29 € L.

Beweis: Sei L ein beliebiges Gitter, B eine Basis von L und S C span(L) mit vol(S) > det(L).
Die Menge S soll nun disjunkt in verschiedene Mengen aufgeteilt werden. Fiir jeden Gitterpunkt
v € L definiere man

Sy =SN(P(B) +v).
Da B eine Basis ist, bilden die Mengen S, mit v € L eine Partition von S: S = |J,erSy.
Da L abzéahlbar ist, gilt:

vol(S) = ZVOI(SU).

veEL

Man betrachte nun die verschobenen Mengen
S =8,—v=(S—v)NP(B)
Fiir alle v € L gilt dann S], C P(B), das heifit vol(S]) < vol(P(B)) und vol(S,) = vol(S)).

Im Folgenden soll nun gezeigt werden, dass die Mengen S/ mit v € L nicht paarweise disjunkt
sind. Dies zeigt man indirekt, das heift man nimmt an, dass die Mengen S, paarweise disjunkt
sind. Dann gilt:

> vol(Sy) = vol( ] S1) < vol(P(B)).

veEL veEL

Nach Voraussetzung ist

> vol(S) = vol(S,) = vol(S) > det(L)

veL veL

und damit erhélt man den Widerspruch det(L) < vol(P(B)).
Also kénnen die Mengen S, mit v € L nicht paarweise disjunkt sein.

Man betrachte zwei Vektoren v,w € L mit S, NS), # 0. Fir z € S, N S}, gilt dann:



o Aus z € S erhélt man z = z; — v mit 2; € S, C S.
o Aus z € S/, erhilt man z = 2o — w mit 2 € S, C S.
Da v und w verschieden sind, gilt z; # 22, und damit ergibt sich

21—z =z4+v—(24+w)=v—we L\{0}

Als Folgerung aus diesem Theorem erhélt man folgendes Theorem von Minkowski:

Theorem 2.2.2 Convex body theorem

Sei L ein beliebiges Gitter vom Rang n und S C span(L) eine konvere Menge, die symme-
trisch zum Ursprung ist. Falls vol(S) > 2" det(L), dann enthdlt S einen von Null verschiedenen
Gitterpunkt v € S N L\{0}.

Beweis: Man betrachte die Menge S’ = {z | 2- 2 € S}. Fiir das Volumen von S’ gilt:
vol(S") = 27" vol(S) > det(L)

Nach dem Theorem von Blichfeldt 2.2.1 existieren zwei verschiedene Punkte 21,20 € S’ mit
z1 — zg € L\{0}. Damit sind 221,225 € S und die Symmetrie von S zum Ursprung impliziert
—2z9 € S. Weil S konvex ist, gilt:

1
5(221 + (—22’2)) =2z1— 29 €8.

Folglich enthélt S den Gitterpunkt v = 21 — 29 # 0.
O

Mit Hilfe dieses Theorems kann man die Lange der kiirzesten von 0 verschiedenen Gittervektoren
in L beziiglich der /,-Norm beschranken.

Satz 2.2.3 Sei L ein beliebiges Gitter vom Rang n. Dann gilt fiir die Linge des kiirzesten
Gittervektors beziiglich der £oo-Norm.:

ALY < det(L)n

Beweis: Sei S = B(0, det(L)%) N span(L) die offene Kugel mit dem Radius det(L)% in span(L).
Die Menge S ist konvex, symmetrisch zum Ursprung und vol(S) = (2 det L%)" = 2" det(L). Nach
Minkowskis Convex body theorem 2.2.2 existiert ein von 0 verschiedener Gittervektor v € L\{0}

mit v € S, das heiit ||v]| < det(L)%. Damit ist die Lange des kiirzesten Gittervektors in L
beziiglich der ¢,.-Norm nach oben beschrinkt:

AP (L) < det(L)n
O

Als Folgerung aus diesem Satz erhélt man eine obere Schranke fiir die Lénge der kiirzesten von
0 verschiedenen Gittervektoren in einem Gitter beziiglich der ¢o-Norm.



Korollar 2.2.4 Minkowskis 1. Theorem
Sei L ein beliebiges Gitter vom Rang n. Dann gilt fiir die Linge des kiirzesten Gittervektors
beztiglich der £o-Norm.:

AD(L) < rdet(L)w.

Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus Satz 2.2.3, da fiir alle v € L gilt:

[vll2 < Vnl[v]|-

2.3. Duale Gitter

Analog zum Dualraum in der Theorie der Vektorrdume kann man duale Gitter betrachten. Durch
die Abbildung span(L) — (span(L))*, v — f, mit f,(y) = (v,y) kann man den Vektorraum
span(L) mit seinem Dualraum (span(L))* = Hom(span(L),R) identifizieren. Das duale Gitter
L* von L ist dann

L* =Hom(L,Z) = {y € R"|{v,y) € Z fiir alle v € L}.
Definition 2.3.1 Fiir ein Gitter L ist sein duales Gitter definiert durch

L* = {y € span(L)|(v,y) € Z fiir alle v € L}.

Das Duale eines Gitter L ist die Menge aller Punkte des von L aufgespannten Vektorraumes,
deren Skalarprodukt mit jedem Punkt des Gitters ganzzahlig ist.

Geometrisch liegt die Menge aller Punkte, deren Skalarprodukt mit einem Gitterpunkt v €
L ganzzahlig ist, in einer Menge von Hyperebenen orthogonal zu diesem Gitterpunkt. Eine
Hyperebene enthélt jeweils die Punkte, deren Skalarprodukt mit v den gleichen Wert hat. Sei
v € L und vy € span(L) mit (vg,v) = 1. Dann haben die Hyperebenen, in denen das duale
Gitter enthalten ist, in Bezug auf v folgende Darstellung;:

Hy = {y € span(L)|(v,y) = 0}

H; {y € span(L)|(v,y) =i}
= {i-vo+yly € span(L) mit (v,y) =0}
= i-v9+ Hy fir i € Z.

Der Abstand zwischen den einzelnen Hyperebenen betrigt I . Damit erzwingt jeder Gitter-

1
[voll2
vektor v € L, dass alle Punkte aus L* in einer dieser Hyperebenen liegen.

Definition 2.3.2 Fir eine Gitterbasis B = [by,...,b,] € R™*™ st die duale Basis D =
[dy,...,d,] € R™*" definiert als die eindeutig bestimmte Basis mit den folgenden Eigenschaften:



e span(D) = span(B),
o BTD = I, das heiﬁt <b2,d]> = 52]

Die Matrix D ist als Losung eines linearen Gleichungssystems eindeutig bestimmt. Im Allgemei-
nen erhilt man D durch D = B(BT B)~!. Falls B € R™*", das heift falls £(B) ein volles Gitter
ist, so ist D = (BT)~1.

Das folgende Lemma zeigt, dass L* wirklich ein Gitter im Sinne der Definition ist.

Lemma 2.3.3 Sei D die duale Basis von B. Dann ist

Beweis: Jeder Gittervektor « € L£(B) hat die Darstellung = = > _." | a;b; mit a; € Z. Nach
Definition der dualen Basis D gilt fiir alle j € {1,...,n}:

(a;,dj> = Za,(b,,dﬂ =a; €7
i=1
und damit D C (£(B))*. Unter Beriicksichtigung der Abgeschlossenheit von (£(B))* beziiglich
der Addition ist damit auch £(D) C (L(B))*.
Um zu zeigen, dass £(B))* in £(D) enthalten ist, betrachtet man einen beliebigen Vektor y €
(L£(B))*. Dann ist y € span(B) = span(D) und damit kann y als Linearkombination der dualen
Basis dargestellt werden:

n
Y= Zaidi mit a; € R.
i=1
Nach Voraussetzung ist (y,b;) € Z fiir alle j € {1,...,n}. Wegen (y,b;) = > i, a;i(d;, b;) = a;
sind die Koeffizienten der betrachteten Linearkombination ganzzahlig, das heifit a; € Z. Damit
ist y € L(D).

O
Lemma 2.3.4 Fir jedes Gitter L gilt:
(L) =1L
Beweis: Sei B eine Basis von L. Dann ist B(B?B)~! eine Basis von L* und
B(BTB)™! ((B(BTB)_l)TB(BTB)‘l)_ - B.
Folglich ist B eine Basis von (L*)*.
O

Das folgende Lemma zeigt, dass das Volumen des Fundamentalbereiches von L* reziprok zu dem
Volumen des Fundamentalbereiches von L ist.



Lemma 2.3.5 Fir jedes Gitter L gilt:

Beweis: Sei B eine Basis des Gitters L und D die duale Basis von B. Dann erhalt man durch

Berechnung:
det(L*) = 4/det(DTD)

= \/det((B(BTB)~")TB(BTB)~1)
1
/det(BTB)
1
det(L)

2.4. Transferschranken

Die Beziehungen zwischen einem Gitter L und seinem dualen Gitter L* werden durch Trans-
ferschranken beschrieben. Die folgenden zwei Sétze beschreiben elementare Transferschranken,
die direkt aus dem Theorem von Minkowski beziehungsweise aus den Eigenschaften des dualen
Gitters folgen.

Satz 2.4.1 Sei L ein Gitter vom Rang n. Dann gilt beziiglich der £o-Norm:

)\1(L) . )\1(L*) <n.

Beweis: Aus dem Theorem von Minkowski, 2.2.4, folgt:
M(L) < Vni/det(L)

ML) < vni/det(Lr) = %?(L)

IN

- )\1 (L) . )\1(L*) n

Satz 2.4.2 Sei L ein beliebiges Gitter vom Rang n. Dann gilt beziiglich der {o-Norm:

A(L) - Ap(L) >1



Beweis: Sei u € L mit ||u|l2 = A\1(L). Wenn man eine beliebige Menge x1, ..., z, von n linear
unabhéangigen Vektoren in L* betrachtet, so sind nicht alle Vektoren orthogonal zu u. Es existiert
eini € {1,...,n} mit (x;,u) # 0. Nach Definition des dualen Gitters gilt (z;,u) € Z. Der Vektor
x; liegt nicht auf der Hyperebene orthogonal zu u, die 0 enthélt, da das Skalarprodukt ungleich
0 ist. Damit gilt:

Zill2 2 77
|| 2|| ||’LL||2,

0

Es soll an dieser Stelle noch eine Transferschranke von Cai genannt werden, die im spéteren
Verlauf benétigt wird. Sie stellt eine Beziehung zwischen der Lénge der kiirzesten Basis eines
Gitters L und der Lange der kiirzesten Gittervektoren des dualen Gitters L* her.

Satz 2.4.3 Transferschranke von Cai
Sei L ein Gitter der Dimension n und ¢ > % konstant. Dann gilt fir n geniigend grof:

bl(L)A1 (L") < en.

Der Beweis dieses Satzes benutzt Techniken aus der Funktionentheorie und ist im Anhang A
einsehbar.

2.5. Das ,,Problem des kiirzesten Gittervektors” und das ,,Problem
des nachsten Gittervektors”

Das 1. Theorem von Minkowski 2.2.4 liefert eine obere Schranke fiir die Lange A;(L) der kiir-
zesten von 0 verschiedenen Gittervektoren in einem Gitter L. Die Lange A1(L) kann beliebig
klein werden. Auflerdem ist der Beweis von Minkowskis 1. Theorem nicht konstruktiv. Man kann
zwar zeigen, dass jedes Gitter einen Vektor kiirzester Lange besitzt, aber aus dem Beweis folgt
keine Methode, wie man einen solchen Vektor berechnen kann. Das Problem, in einem Gitter
L einen Vektor der Linge Ai(L) zu finden, ist auch bekannt als das ,Problem des kiirzesten
Gittervektors”.

Definition 2.5.1 Problem des kiirzesten Gittervektors (SVP)
Gegeben sei ein Gitter L. Man finde einen von 0 verschiedenen Vektor w € L mit

llul] < ||| fir alle v € L\{0}.

Bis jetzt ist noch kein Algorithmus bekannt, der das Problem des kiirzesten Gittervektors in
polynomieller Zeit 16st.

Ein mit dem Problem des kiirzesten Gittervektors verwandtes Problem ist das Problem des
nachsten Gittervektors:
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Definition 2.5.2 Problem des nichsten Gittervektors (CVP)
Gegeben sei ein Gitter L und ein Vektor t € span(L). Gesucht ist ein Vektor z € L, der zu t am
ndchsten liegt, das heifst es soll gelten:

||z —t|| < ||v—t]|| fir alle v € L.

Bei der Untersuchung der Probleme SVP und CVP kann man verschiedene Fragestellungen
betrachten:

Suchproblem: Finde einen von 0 verschiedenen Gittervektor z € L, so dass ||z — t|| beziehungs-
weise ||z|| minimiert wird.

Optimierungsproblem: Gesucht ist das Minimum von ||z — t|| beziehungsweise ||z|| iiber alle
z € L beziehungsweise z € L\{0}.

Entscheidungsproblem: Gegeben ist eine Zahl r € Q. Entscheide, ob es einen von 0 verschiede-
nen Gittervektor z € L gibt mit ||z — t|| < r beziehungsweise ||z|| < r.

Alle zur Zeit bekannten Exponentialzeitalgorithmen fiir SVP und CVP lésen das Suchproblem,
wéahrend sich alle bisher bekannten Komplexitéitsresultate auf das Optimierungsproblem oder
das Entscheidungsproblem beziehen.

Fiir zweidimensionale Gitter kann SVP beziiglich der £2-Norm exakt geldst werden. Der Algo-
rithmus beruht auf einer Idee von Gaufl aus dem Jahr 1801. Der schnellste zur Zeit bekannte
Algorithmus zur Losung von SVP fiir beliebige Gitter ist der Algorithmus von Ajtai, Kumar
und Sivakumar aus dem Jahr 2001 [2]. Er 16st SVP probabilistisch in der Zeit 2°(™). Auf einer
Variante dieses Algorithmus basiert die in dieser Arbeit vorgestellte Samplemethode zur Lo-
sung von SVP beziehungsweise zur Approximation von CVP. Der erste Algorithmus, der SVP
in exponentieller Zeit exakt 16ste, war der Algorithmus von Kannan [22], der 1983 veroffentlicht
wurde. Er hat eine Laufzeit von 2010827 Helfrich konnte 1985 die Laufzeit im Exponenten
um eine Konstante der Gréflenordnung % verbessern [19]. Im Gegensatz zum Algorithmus von
Ajtai, Kumar und Sivakumar ist dieser Algorithmus deterministisch. Ebenfalls deterministisch
ist der schnellste zur Zeit bekannte Algorithmus zur Lésung von CVP. Er wurde von Blémer im
Jahr 2000 entwickelt und 16st das Problem des néchsten Gittervektors in O(n!) [7].

Van Emde Boas zeigte 1981, dass CVP fiir jede £,-Norm und SVP fiir die £o.-Norm NP-hart ist
[15]. 1998 konnte Ajtai beweisen, dass SVP unter randomisierter Reduktion beztglich der #5-
Norm NP-hart ist [1]. Das Entscheidungsproblem von CVP ist NP-vollstéandig und damit kann

es keinen deterministischen Algorithmus geben, der CVP in Polynomialzeit 16st, es sei denn, es
gilt P = NP [15].

Auf Grund der Schwierigkeit, das Problem des kiirzesten Gittervektors und das Problem des
néichsten Gittervektors exakt zu lésen, werden Approximationsvarianten dieser Probleme be-
trachtet.

Definition 2.5.3 Approximation des Problems des kiirzesten Gittervektors mit dem
Faktor ¢
Gegeben sei ein Gitter L. Gesucht ist ein Vektor u € L\{0} mit

llul| < ¢||v|| fiir alle v € L\{0}.
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Definition 2.5.4 Approximation des Problems des nichsten Gittervektors mit dem
Faktor c
Gegeben sei ein Gitter L und ein Vektor t € span(L). Gesucht ist ein Vektor z € L mit

l|z —t|| <c|lv—t|| fir alleve L.

Der Approximationsfaktor ¢ kann auch als Funktion in Bezug auf eine Invariante des Git-
ters aufgefasst werden. Ublicherweise verwendet man als Invariante den Rang n des Gitters.
Die besten zur Zeit bekannten Polynomialzeitalgorithmen approximieren — teilweise probabili-
stisch — SVP und CVP im schlechtesten Fall mit einem Faktor c¢(n), der einfach exponentiell
in n ist. Der bekannteste Polynomialzeitalgorithmus zur Approximation von SVP ist der LLL-
Basisreduktionsalgorithmus von Lenstra, Lenstra und Lovasz [26] aus dem Jahr 1982. Er beruht
auf dem Algorithmus von Gauf3, der SVP fiir die Dimension 2 exakt 10st und approximiert in

einem Gitter der Dimension n einen kiirzesten Gittervektor beziiglich der ¢5-Norm mit dem
n— n(log log n)2
Faktor 2°7". Schnorr verbesserte den Approximationsfaktor im Jahr 1987 auf 20 ogn )

[29]. Bisher ist noch nicht bekannt, ob man SVP oder CVP in polynomieller Zeit mit einem
polynomiellen Faktor approximieren kann. Mit Hilfe des LLL-Algorithmus kann man auch das
Problem des néchsten Gittervektors approximativ l6sen. Dieser Algorithmus ist als ,Nearest
plane algorithm” bekannt und wurde 1998 von Babai entwickelt [5]. Durch aufeinander aufbau-
ende Arbeiten [29], [21], [30], [2] konnten Schnorr, Kannan und Ajtai den Approximationsfaktor

nlnlnn

fiir CVP auf 29" ) reduzieren.

Auf Grundlage des Resultates von Ajtai, dass das Problem des kiirzesten Gittervektors unter
randomisierter Reduktion NP-hart ist, bewiesen Cai und Nerurkar 1999, dass die Approximation
des Problems des kiirzesten Gittervektors mit dem Faktor (1 + ) NP-hart ist [9]. Fiir p >
1 wurde von Khot unter der Annahme NP ¢ RP gezeigt, dass es keinen Algorithmus mit
polynomieller Laufzeit geben kann, der SVP beziiglich £,-Norm mit einem konstanten Faktor
approximiert [24]. Im Jahr 1997 fanden Arora, Babai, Stern und Sweedyk [4] heraus, dass das
Problem, CVP mit dem Faktor 2'°6(1=¢" zu approximieren, NP-hart ist, es sei denn NP C
DTIME(2P°%0en)) Der Faktor konnte im darauffolgendem Jahr von Dinur, Kindler und Safra
[12] verbessert werden. Sie zeigten, dass das Problem, den néchsten Gittervektor mit dem Faktor

log n
20( loglogn )

zu approximieren, NP-hart ist. Im Jahr 1999 bewiesen Goldreich, Micciancio, Safra
und Seifert durch eine Turingreduktion von CVP auf SVP, dass jede Schwierigkeit beziiglich
einer Approximation von SVP die gleiche Schwierigkeit beziiglich der Approximation von CVP
impliziert [18].
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3. Samplemethode zur Berechnung eines
Gittervektors konstanter GroBe

In diesem Kapitel soll eine Methode vorgestellt werden, wie man einen Gittervektor mit einer
Lénge kleiner als eine Konstante berechnen kann. Sie ist eine Verallgemeinerung der von Regev
in [23] vorgeschlagenen Samplemethode, die auf einem Vorschlag von Madhu Sudan in [2] beruht.
Wichtig an dieser Samplemethode ist in erster Linie nicht ihr Resultat, das heifit, dass sie einen
Gittervektor aus einer Kugel mit konstantem Radius berechnet, sondern ihre Funktionsweise
und die Beobachtung, dass man auf Grund der Randomisierung und mit Hilfe einer Modifika-
tion zumindest gewisse Aussagen iiber die Verteilung der Ausgabevektoren machen kann. Die
allgemeinen Aussagen, die in diesem Kapitel bewiesen werden, kann man in den Kapiteln 4 und 5
dazu verwenden, um zu zeigen, dass Varianten der Samplemethode zur Lésung des Problems des
kiirzesten Gittervektors sowie zur Approximation des nédchsten Gittervektors verwendet werden
koénnen.

Im Folgenden betrachtet man volldimensionale Gitter vom Rang n.

3.1. Siebprozedur

Wesentlicher Bestandteil der im folgenden Abschnitt vorgestellten Samplemethode ist eine Sieb-
prozedur, die in einer Menge {x1,...,zxy} von Punkten aus einer Kugel vom Radius R eine
Teilmenge J mit hochstens (2a + 1)™ sogenannten Représentanten findet, so dass der Abstand
von jedem Punkt der Menge zu seinem Reprasentanten hoéchstens % ist. Dabei ist a > 2 eine
beliebige natiirliche Zahl. Die Zuordnung der Punkte x1, ..., zy zu ihren Repréisentanten erfolgt
durch eine Abbildung

n:{l,...,N} — J,

das heif3t, es gilt:
R . .
i — 2y llp < — fiur alle i € {1,...,N}.

Algorithmus 3.1.1 Siebprozedur: Eingabe: z1,...,zy € B(0, R)

Setze J =10
Fir j=1,2,....N

Falls ein i € J existiert mit [|z; —a;l|, < £, definiere n(i) = j.
Sonst J = JU{i} und definiere 7n(i) =1.
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Satz 3.1.2 Sei RER, R>0,a €N mita>2.

Zu einer beliebigen Punktemenge x1,...,xn € B(0, R) berechnet die Siebprozedur eine Teilmen-
ge J C{1,2...,N} mit |J| < (2a + 1)" und eine Abbildung n : {1,2,... ,N} — J, so dass
gilt:

R . )
|25 — iy |lp < - fir allei e {1,...,N}

Die Siebprozedur hat eine Laufzeit von O(N? - poly(m)), wenn die Punkte x1,...,xxN rationale
Zahlen sind und eine Darstellung der Lange héchstens O(m) haben.

Beweis: Nach Definition der Prozedur ist offensichtlich, dass fiir alle i € {1,..., N} gilt:

R

|2 — 2y llp < -

Es ist also noch zu zeigen: |J| < (2a 4 1)™.

Falls 4, j € J existieren mit ||z; — z;|[, < £, so gilt einerseits nach Definition (i) =4, da i € J.
Andererseits existiert j € J mit ||z; — x|, < g. Dies ist gleichbedeutend mit 7(i) = j und stellt
somit einen Widerspruch dar. Also gilt:

R
||z — x|, > - fir alle 4,5 € J.

Wenn man also fiir jedes ¢ € J eine offene Kugel um den Punkt x; mit dem Radius % betrachtet,
so sind diese Kugeln paarweise disjunkt:

R R
B(z;, —)N B(z;, —
(z ) (z; %

) = 0 fiir alle i,j € J,i # j.
2a

Da z; € B(0,R) fir alle i € {1,..., N}, liegt die Vereinigung aller dieser Kugeln in der offenen
Kugel B(0, R+ 5R) = B(0,(1 + 5)R).

Damit ist die Ordnung von J beschréankt durch die Anzahl disjunkter Kugeln B(0, %R), die
maximal in der Kugel B(0, (1 + 5)R) enthalten sein kénnen:

vol B (0, (1+ =)R) (244"

vol B (0, 2—1aR) N ( 1 )n

2a

= (2a+1)".

Die Anzahl der Schleifendurchliaufe der Siebprozedur und damit die Anzahl arithmetischer Ope-
rationen betréigt:

N N—1
YN —i)y=)i=0(N?.
i=1 i=0
Ohne Einschriankung kann man davon ausgehen, dass die Eingabe z1, ...,z rationale Zahlen

sind. Da z; € B(0, R) fiir alle ¢ € {1,..., N}, ist die Lange von z; beschrankt. Die Laufzeit der
Siebprozedur hingt nun davon ab, wodurch die Genauigkeit, das heifit die Groéfle der Nenner,
beschrankt ist. Unter der Voraussetzung, dass man mit einer Genauigkeit von m Bits (m >
log, R) rechnet, erhélt man eine Laufzeit von

O(N? - poly(m)).
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3.2. Samplemethode

Mit Hilfe der Siebprozedur 3.1.1 kann man in einem Gitter L = L(by,...,b,) Gitterpunkte
berechnen, die eine bestimmte maximale Lange haben. Der Algorithmus wahlt N Punkte zufallig,
unabhéngig und gleichverteilt aus einer Kugel B(0,r) vom Radius r aus und betrachtet fiir jeden
dieser Punkte x; mit ¢ € {1,..., N} den Punkt y; aus dem Fundamentalbereich des Gitters, so
dass y; — x; ein Gitterpunkt ist. Fiir z; = Y°7_; a;bj mit a; € Rist y; = 377 (o — [as])b;.

Man wendet dann die Siebprozedur iterativ auf die Vektoren y; an. Mit Hilfe der Abbildung
n:{1,..., N} — J erhlt man fiir jeden Vektor einen Représentanten y,;), so dass der Abstand
zwischen y; und seinem Représentanten héchstens % ist. Damit ist die Lénge des Gittervektors
(Yi — i) — (Un@) — Tyey) kleiner als eine Konstante und man ersetzt y; durch y; — (yn(i) — Tn(s))-
Dieses Verfahren wird solange fortgesetzt, bis der Abstand zwischen einem Vektor und dem von
der Siebprozedur berechneten Reprasentanten kleiner als eine Konstante ist.

Der Algorithmus verwendet die Parameter a € N mit a > 2, r > 0 und 6. Sie sind frei wahlbar,
wobei 6 > —5 -1 gelten muss. Die Samplemethode berechnet dann eine Menge von Gittervektoren

der Lénge kleiner als 6 + r.

Algorithmus 3.2.1 Samplemethode
Eingabe: Eine Gitterbasis B = {bj,...,b,}
1. Ry < n-max; ||bl|p
Wahle N = 2°"logy Ry Punkte xi,...,xy zufdllig, unabhingig, gleichverteilt
in B(0,7), wobei c € N.
Berechne y; = x; mod £(B) fir i=1,...,N.
Setze Z = {(z1,y1),..-,(zNn,yn)}-
R — Ry
2. Solange R >0

a) Anwendung der Siebprozedur auf {y;|(z;,¥;) € Z} mit den Parametern a und
R.
Man erhdlt eine Menge J und eine Abbildung 7.

b) Entferne aus der Menge Z alle Paare (z;,y;) mit i€ J.
c) Ersetze jedes verbleibende Paar (z;,y;) € Z durch (z,yi — (Ynu) — Tn@))) -
) R—L4r

3. Ausgabe ist die Menge {y; — =i|(xi,yi) € Z}.

Wenn man mit einer Bitgenauigkeit von n” - logy Ry rechnet, so ist diese Genauigkeit fiir die
Anwendungen der Samplemethode zur Losung des Problems des kiirzesten Gittervektors und
der Approximation des Problems des néchsten Gittervektors ausreichend. Die Griinde, warum
die Bitgenauigkeit nicht beliebig gewéhlt werden kann, werden in Abschnitt 3.4 beschrieben.

Fiir ein Paar (z;,y;) € £ mit i € J, ist n(i) = i und damit y; — (y,) — Ty4)) — i = 0. Man
erhélt also als Gitterpunkt den Nullvektor. Indem man aus der Menge Z alle Paare (x;, ;) mit

15



1 € J entfernt, erreicht man, dass in der Menge Z keine offensichtlich redundanten Elemente
enthalten sind.

Im néchsten Satz wird gezeigt, dass die Samplemethode auf Grund der Eigenschaften der Sieb-
prozedur Gittervektoren berechnet, die hochstens die Lange 6+r haben. Da 6 und r frei wéhlbare
Konstanten sind, kann man also mit Hilfe der Samplemethode Gittervektoren berechnen, die
hochstens eine gegebene konstante Lange haben.

Satz 3.2.2 Die Samplemethode berechnet bei Fingabe einer Gitterbasis B eine Menge von Vek-
toren aus L(B) N B(0,0 + ).

Beweis: Der Algorithmus wéhlt N Punkte z1,...,zy aus B(0,7) und definiert fiir alle i €
{1,...,N} den Vektor y; durch y; = x; mod L(B), das heifit y; — z; € L£(B). Im Verlauf der
Iteration werden von y; nur Vektoren der Form y; — x; subtrahiert und da £(B) beziiglich der
Addition eine abelsche Gruppe ist, gilt:

i — (i —xi)) —x; =y —x; — (y; —x;) € L(B).

(yi = (y5 — 2)) y (y; — ;) € L(B)
€L(B) eL(B)

Damit sind alle ausgegebenen Vektoren Gittervektoren.

Auf Grund der Definition des Vektors y; durch y; = z; mod L£(B) gilt vor Beginn des zweiten
Schrittes y; € P(B) = {> 1, a;b;|0 < oy < 1,4 =1,..., N}. Damit ist die Lénge von y; fir alle
i €{1,...,N} beschriankt durch:

yill, = ||Z: o billp
n
< ) lbill
=1

< n-max|[b]p
(2
— Ry=R

Die Abbildung 7 ist so definiert, dass ||y; — Yy llp < % fiir alle y; mit (z;,y;) € Z. Damit bleibt
die Eigenschaft, dass die Lange des Vektors y; durch den Parameter R beschréinkt ist, auch
wahrend der Iteration erhalten:

i = Wniy — 2o)lle < Wi = Ynollp + Nlzn@ lp
R
< —Hllzgplls  (312)
< 54—7" da z,; € B(0,r)
a ) (i) ’
< R

Die letzte Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass nach jeder Iteration R durch % + r ersetzt
wird.
Die Iteration bricht ab, falls R < 6. Damit gilt fiir die in der Menge Z verbliecbenen Paare

(i, y5):
lyi = zillp < [lyillp + ll@ill, <0+
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und alle ausgegebenen Vektoren haben eine Lénge kleiner als 6 + r.
O

Fir die Laufzeit der Samplemethode ist die Anzahl der Iterationen in Schritt 2 von wesentlicher
Bedeutung. Da die Parameter a, # und r konstant gewéahlt werden, ist die Anzahl der Iterationen
nach oben beschrankt.

Lemma 3.2.3 Die Samplemethode durchliuft bei fest gewdhlten Parametern a, 8 und r mit
0 > %5 -1 im zweiten Schritt hochstens

2logy a - logy Ry

Tterationen.

Beweis: Die Anzahl der Iterationen ist abhéngig von den Parametern a, # und r, die konstant
gewdhlt werden. Nach ¢ Schritten hat der Laufparameter R die Grofe:

R i—1
X »
=47y a’
al

j=0

Die Schleife im zweiten Schritt der Samplemethode bricht ab, falls der Laufparameter R einen
Wert kleiner gleich der Konstanten 6 hat. Verwendet man zur Abschétzung von R die geome-
trische Reihe

i—1
R(] —j R(] a
— < —
al—H‘Za _a2+ra—1’
7=0
so bricht die Schleife spatestens ab, wenn gilt:
R—.O +7r a4 < 0
at a —Rl 0( 3
Boooop_, a _ b(a ra
at R a— 11 a—1
— @ > ola—1)
fla—1)—ra
i > logga- (logy Ry + logy(a—1) —logy(f(a— 1) — ra))

Da a, 6 und r konstant gewahlt werden, durchlauft der Algorithmus in Schritt 2 damit hoch-
stens

logy a - (logy Ry + logy(a — 1) — logy(f(a — 1) — ra))
logy a - (logy Ry + logy a)

<
< 2logya-logy Ry

Iterationen.

Mit Hilfe dieser Abschétzung kann man nun die Laufzeit der Samplemethode berechnen.
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Satz 3.2.4 Die Samplemethode hat bei fest gewdhlten Parametern a, 6 und v mit > %5 -r
eine Laufzeit von
290 poly(log, Ro).

Beweis: Wesentlich fiir die Laufzeit des Algorithmus ist die Anzahl Iterationen in Schritt 2. Bei
konstanter Wahl der Parameter a, 6 und r, sowie § > ~%5 - r durchléduft der Algorithmus nach
Lemma 3.2.3 hochstens

2logy a - logy Ry = O(logy Ry)

Iterationen. In jedem Iterationsschritt wird die Siebprozedur einmal aufgerufen, die bei Rechnung
mit einer Bitgenauigkeit von n’logy Ry eine Laufzeit von

O(|2[* poly(n” log, Ry)) = O(N* poly(n" log, Ro))
hat. Damit hat der Algorithmus eine Laufzeit von
O(log, Ro) - O(N? poly(n” log, Ry)) = O((logy Ro)*)2°,

fiir ein £ € N. Mit einer Eingabeldnge von hoéchstens log, Ry erhélt man eine Gesamtlaufzeit
von

29 O (log, Ro)*.
O

In jedem Schritt werden aus der Menge Z alle Paare (x;,y;) mit ¢ € J entfernt. Die Anzahl
der zu Beginn der Samplemethode gewéhlten Punkte muss also so gewahlt werden, dass in der
Ausgabemenge noch entsprechend viele Vektoren enthalten sind. Der folgende Satz zeigt, dass
nach der Schleife in der Menge Z noch mindestens 2(c~1" Paare enthalten sind, wenn zu Beginn
der Samplemethode N = 2" log, Ry Paare gewéhlt wurden. Dabei ist die Konstante ¢ abhangig
von dem Parameter a.

Satz 3.2.5 Sei N = 2°"log, Rg mit ¢ € N gentigend grof§ in Bezug auf die Konstante a. Dann
enthdlt die Menge Z in Schritt 4 noch mindestens 2= Paare.

Beweis: Die Siebprozedur wird nach Lemma 3.2.3 maximal 2log, a logy Ro-mal wiederholt. Als
Ausgabe erhélt man bei jedem Aufruf eine Menge J der Kardinalitat hochstens (2a+1)"™. Damit
werden pro Iteration maximal (2a + 1)" Paare aus Z entfernt. Insgesamt werden also hochstens
2logy alogy Ry - (2a + 1)™ Paare im Schritt 2 aus Z entfernt und die Menge Z enthélt nach der
Iteration noch mindestens

N —2logy alogy Ro(2a +1)" = (2" —2logy a(2a + 1)) logs Ry
> (2" —2logy a(2(a + 1))") logy Ry
_ gen log2 (a+1)4+1)n+1+log, logs a> log2 Ro

2( —1)n (2n . 2(10g2(a+1)+2—c)n+1+log2 log, a> 10g2 Ro

2(c—l)n

v
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Paare (x;,y;) fir ¢ > logy(a + 1) 4+ 2 geniigend grof3.
O

Auch wenn die Menge Z nach der Schleife noch 29" Paare enthilt, so bedeutet dies nicht,
dass die Samplemethode 29" verschiedene Gittervektoren ausgibt, denn ein Gittervektor kann
durch zwei verschiedene Paare (x;,v;), (z;,y;) € Z représentiert werden.

3.3. Modifikation der Samplemethode

Mit dieser allgemeinen Analyse der Samplemethode 3.2.1 kann man allerdings nichts iiber die
Verteilung der Gittervektoren aussagen, die von der Samplemethode berechnet werden. Deswe-
gen betrachtet man zur weiteren Analyse nicht die Samplemethode, sondern eine modifizierte
Samplemethode, fiir die man im Einzelfall eine Aussage tiber die Verteilung der Ausgabevektoren
machen kann. Die Samplemethode wird allerdings nur so modifiziert, dass sich die modifizierte
Samplemethode und die urspriingliche Samplemethode noch exakt gleich verhalten. Aus die-
sem Grund kann man dann auch eine Aussage iiber die Verteilung der Ausgabevektoren fiir
die urspringliche Samplemethode machen und zeigen, dass bei entsprechender Betrachtung der
Menge Z die Samplemethode dazu verwendet werden kann, sowohl das Problem des kiirzesten
Gittervektors zu lésen, als auch eine ¢(1 + €)?-Approximation des nichsten Gittervektors zu
finden.

Fir die Modifikation betrachtet man einen beliebigen, aber festen Gittervektor v € £(B). In-
dem man diesen Vektor entsprechend wahlt, kann man in den Kapiteln 4 und 5 zeigen, dass
man mit Hilfe der Samplemethode das Problem des kiirzesten Gittervektors 16sen sowie eine
Approximation des néchsten Gittervektors finden kann.

Im Folgenden sei u € L(B) ein beliebiger, aber fester Gittervektor mit ||ul|, € [r,2r). Man
definiert dann folgende Mengen:
Ci := B(0,r) N B(u,r) und

Cy := B(0,r) N B(—u,r).

Auf Grund der Lénge von u schneiden sich die Kugeln B(u,r) und B(—wu,r) nicht. Damit
schneiden sich auch die Mengen C; und Cs nicht. Die Lage von C7 und Cs wird in Abbildung
3.1 veranschaulicht.

Mit Hilfe der Mengen C7 und C5 kann man eine schwache Uniformitéatsbedingung fiir die ausge-
gebenen Gittervektoren zeigen. Es existiert eine bijektive Abbildung B(0,r) auf sich selbst, die
C1 auf Cy abbildet und umgekehrt. Damit existiert zu jedem Punkt aus C ein Punkt aus Cjy,
der von der Samplemethode mit der gleichen Wahrscheinlichkeit ausgegeben wird.

Man definiere eine Abbildung 7, : B(0,r) — B(0,r):
r4+u , z€(Cy
Twx) =% xz—u , xeCy

x , sonst

Sei € Cy. Dann ist ||z||, < r und ||z — ul|, < r. Damit gilt:
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Abbildung 3.1.: Die Mengen C7 und Cy

o Mm@y = [lz = ullp <,
o |lr@) = (wllp = llz —u +allp = [|z]l, <7

Also ist 7,(x) € Cq. Analog sieht man, dass 7,(x) € Cy, falls € Cy. Damit ist 7, bijektiv und
bildet C; auf Cy, Co auf Cy und B(0,7)\(Cy U Cq) auf sich selbst ab. Falls = € B(0,r) zufillig,
unabhéngig und gleichverteilt gewahlt wird, ist deswegen auch 7,(x) zuféllig, unabhéngig und
gleichverteilt gewéhlt.

Die Abbildung 7, ist fiir jeden Vektor w € L mit der Eigenschaft r < ||ul|, < 2r bei entspre-
chender Definition der Mengen C7 und C9 wohldefiniert. Unter Verwendung dieser Abbildung
7 wird folgende modifizierte Samplemethode betrachtet, die in den folgenden Kapiteln bendtigt
wird, um zu zeigen, dass man mit Hilfe der Samplemethode SVP lésen und CVP approximieren
kann.

Algorithmus 3.3.1 Modifizierte Samplemethode
Eingabe: Eine Gitterbasis B = {bj,...,b,}
Sei u € L(B) mit r < |[ull, < 2r.

1. Ry« n-max;||b|p.
Wahle N = 2°"logy Ry Punkte xp,...,zy zufdllig, unabhéngig, gleichverteilt in
B(0,7), wobei ¢ € N.
Berechne y; = x; mod £(B) fir :=1,...,N.
Setze Z = {(x1,y1),...,(zN,yN)}-
R — Ry

2. Solange R >0

a) Anwendung der Siebprozedur auf {y;|(z;,¥;) € Z} mit den Parametern a und
R.
Man erhalt eine Menge J und eine Abbildung 7.
Entferne aus der Menge Z alle Paare (z;,y;) mit i€ J.

b) Entscheide fiir jedes Paar (w;,y;) mit i € J zuf&llig, unabhéngig,
gleichverteilt, ob x; durch 7,(x;) ersetzt wird.

c) Ersetze jedes verbleibende Paar (z;,y;) € Z durch (v, ¥i — (Ynu) — Tnw))) -
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3. Entscheide fiir alle Paare (x;,y;) € Z zuf&llig, unabhingig, gleichverteilt,
ob z; durch 7,(x;) ersetzt wird.

4. Ausgabe ist die Menge {y; — z;|(x;,yi) € Z}.

Die modifizierte Samplemethode wird nur zur Analyse benétigt. Damit ist die Laufzeit unerheb-
lich, ebenso wie die Tatsache, dass man zur Berechnung der Abbildung 7, den Gittervektor u
kennen muss. Diese zweite Eigenschaft ist fiir die Verwendung der Samplemethode zur Lésung
des kiirzesten Gittervektors sowie zur Approximation des néchsten Gittervektors sehr wichtig,
da man hier fiir den Gittervektor u einen kiirzesten von 0 verschiedenen Gittervektor bezie-
hungsweise den nachsten Gittervektor verwendet.

Satz 3.3.2 Die Samplemethode und die modifizierte Samplemethode verhalten sich exakt gleich.

Beweis: Die Samplemethode wéhlt fiir jedes i € {1,..., N} einen Punkt x; € B(0,r) zufillig,
unabhéngig und gleichverteilt. Die Abbildung 7, : B(0,7) — B(0,7) ist bijektiv. Wenn man
also z; € B(0,r) zufallig, unabhéngig und gleichverteilt wihlt, so ist auch 7,(x;) zufillig, unab-
héngig und gleichverteilt. Dies ist auch dann noch der Fall, wenn man zuféllig, unabhéngig und
gleichverteilt entscheidet, ob x; unverdindert bleibt, oder ob man 7, auf z; anwendet.

Da u € L(B), hat die Entscheidung, ob man z; oder 7,(z;) verwendet, keinen Einfluf} auf die
Arbeitsweise des Algorithmus. Der Vektor y; wird definiert durch

y; =x; mod L(B),

das heifit man erhalt denselben Vektor y; € P(B), egal ob z; oder 7,(x;) verwendet wird.
Deswegen ist es unerheblich, in welchem Schritt des Algorithmus man die zuféllige Wahl trifft,
ob die Samplemethode z; oder 7,(z;) verwendet.

Die Entscheidung, ob man im weiteren Verlauf des Algorithmus x; oder 7, (x;) verwendet, kann
man also auch erst dann treffen, wenn sie wirklich Auswirkungen macht. Wahrend der Iteration
wird jedes Paar (w;,y;) mit ¢ ¢ J durch (z;,4; — (Ypu) — Ty(a))) ersetzt, wobei n(i) € J. An
dieser Stelle macht es einen Unterschied, ob ;) oder Tu(xn(i)) benutzt wird. Deswegen wird
nach Anwendung der Siebprozedur in Schritt 2b fiir jedes Paar (x;,y;) mit i € J entschieden, ob
x; oder 7,(z;) verwendet wird. Alle Paare (x;,y;) mit ¢ € J werden aus der Menge Z entfernt,
so dass nach der Schleife nur noch Paare in der Menge Z enthalten sind, fiir die noch nicht
entschieden wurde, ob man z; durch 7,(x;) ersetzt. Fiir diese Paare trifft man die Entscheidung
im modifizierten Algorithmus im Anschlufl an die Schleife.

Damit arbeitet die modifizierte Samplemethode genauso wie die urspriingliche Samplemethode
und beide Methoden haben die gleiche Wahrscheinlichkeitsverteilung auf den Ausgabevektoren.
O

Auf Grund dieses Resultates geniigt es, bei Anwendung der Samplemethode zur Losung des
Problems des kiirzesten Gittervektors beziehungsweise zur Approximation des nachsten Gitter-
vektors die modifizierte Samplemethode zu analysieren. Wenn man fiir die modifizierte Sam-
plemethode zeigen kann, dass mit hoher Wahrscheinlichkeit ein gewiinschter Vektor ausgegeben
wird, so gilt dies auch fiir die urspringliche Samplemethode.
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Fiir die Analyse der Modifikation wird die Wahrscheinlichkeit bend6tigt, mit der ein Punkt =z,
der zufillig, unabhéngig und gleichverteilt aus B(0,7) gewdhlt wird, in der Menge C; U Cs
enthalten ist. Um aber eine Aussage tiber die Verteilung der Ausgabevektoren der modifizierten
Samplemethode machen zu kénnen, muss man die Lange des Vektors u abschétzen kénnen:

l|u|[, <1-rfirein1<l<2

Dies ist eine zusétzliche Einschrankung zu der auf Seite 19 geforderten Bedingung: r < ||ul|, <
2r.

Sei 1 <1< 2mit ||ull, <I-r.

Lemma 3.3.3 Sei k = 2llos2 7] < 2T_l Dann gilt:

vol(C1)  wol(Cy) I
vol(B,(0,7))  vol(B,(0,7)) >k(2—k—1)"12

Beweis: Es ist offensichtlich, dass vol(Cy) = vol(Cy).

VO nelo—n . oe, 2-L
MO > - (2~ k- )12, wobei k = 2[% ') Dazu

iiberlegt man sich zunéchst, dass C7 einen Zylinder der Hohe k - » mit dem Radius %(2 —k—=1r
um den Punkt 5 enthalt.

Damit ist nur noch zu zeigen:

Da k = 2llo82 %7 < 2T_l und [ > 1, ist 0 < k < 1. Daraus folgt:

1 1 1 2—1
—(1 — < — — — ) -r=n.
S(1 = B)llully < 5+ B)lully < 50+ =) =7

Damit gilt fiir die Punkte 5 + k-5 und 5§ — k- 5:

U U 1
a4k Sl = 5+R)ul, <7
U U 1 1
a4k 2 ull, = 214Kl < 50 Bllull, <7
Damit gilt 5 +k-5 € Cy und esist 5 — k-5 € (1, da

1=k 3l = (53t lullo < 50 = Ol <

u u 1 1
||§—I<:-§—u||p = '5(—1—141) ||u||p<§(1+k7)||u||p<r

Die beiden Punkte haben von 5 mindestens den Abstand

U U k 1
Iy +k- = Ik Gl = Slluly > gk

=
|

VRSN V)

=

1
[y > Zk.r
2 2

und somit ist es moglich, in C; einen Zylinder der Hohe %kz ST+ %kz ‘v =k -7 um den Punkt 3
zu legen.
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Um zu zeigen, dass dieser Zylinder den Radius %(2 — k — I)r haben kann, betrachtet man den

Unterraum U C R"™ orthogonal zur Achse k- u, k € Z.
Sei s € R" mit ||s — %|[, < 3k - r. Dann hat s die maximale Linge

U U 1 1 1
lslly < lls = 5l + 5 llp < gk r 57 = S (k4 r
und von u héchstens den Abstand
u U 1
s = llp < lls = 2llp + 113y < 5 (5 + D
Sei z € U mit ||z — s||, < 3(2 —k —1)r. Da nach Definition gilt & < %7, ist k + 1 < 2. Es gilt:
1 1
lellp < llz = sllp +llsllp < 52 =k = Or+ S(k+Or =7

und

1

2
Damit ist ||z||, < r und ||z — u||, < r, das heifit z € C1 und C enthélt einen Zylinder der Hohe
k - r mit dem Radius %(2 — k —1)r. Man erhélt als Abschétzung fiir das Volumen von Cj:

1
le —ullp < flz = sllp + s —ull, < 52—k = Or+ Sk +Or =1

vol C1 > vol(B,—-1(0, %(2 —k=0r)-k-r

B7L71(%7%(2_k_l)7‘)

Eine Abschétzung fiir das Volumen von B, (0,r) erhélt man, indem man sich iiberlegt, dass
die Kugel B,(0,7) = (5)"Bn(0,2) und B,(0,2) in einem Zylinder vom Radius 2 mit Hohe 4
enthalten ist:

vol(Bn(0,7)) < (%)"4 - B,_1(0,2)

Man erhélt also insgesamt die Abschatzung:

vol Cy o k'rvoan_l(O,%(2—k—l)r)

vol B, (0,7) — (5)"4vol B,,_1(0,2)
k- T‘(%)n_l(Z — k- l)n—lrn—l
(%)n 4. 2n—1

— k(2 k- l)n—12—(n—1)2n2—22—(n—1)
= k2—k-—D)nlo™m

O
Wenn man davon ausgeht, dass man weifl, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Punkt, der zufél-
lig, unabhéngig und gleichverteilt aus B(0,r) ausgewaht wird, in der Menge Cy U Co enthalten

ist, kann man ausrechnen, wieviele Punkte insgesamt in der Menge C; U Cy erwartet werden
konnen, wenn man N Punkte zufillig, unabhéngig und gleichverteilt aus B(0,r) auswéihlt.
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Lemma 3.3.4 Fir N gewdhlt wie in Satz 3.2.5 werden die Punkte x1,...,zx der Ursprungs-
menge zufallig, unabhdngig und gleichverteilt aus B(0,r) gewdhlt. Fir i € {1,...,N} sei die
Wahrscheinlichkeit, dass z; € Cq; U Cy grifer als p = 27" mit ¢ € N. Dann gibt es mit Wahr-
scheinlichkeit grifier als 1 — Ni,p mindestens % Punkte x; in der Ursprungsmenge {x1,...,Tn}
mit z; € C7 U Cy.

Beweis: Fir i € {1,..., N} wird x; zufillig, unabhéngig und gleichverteilt aus B(0,r) gewéhlt
und mit Wahrscheinlichkeit p gilt z; € C7 U Cy. Damit ist die erwartete Anzahl Punkte, die aus
der Menge C; U Cy gewéhlt werden p - N mit der Varianz N - p(1 —p) < N - p.

Unter Verwendung der Ungleichung von Tschebyschew folgt:

P|IX—-EX)|> < = .
?;;J_V/ 2 €2 %(N-p)2 N-p

=€

p-N <Var(X)< N-p 4

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass weniger als

p-N
2

Punkte in Cy U C5 enthalten sind, kleiner als

4
N-p’

also exponentiell klein fiir N = 2" logy Ry und p = 27¢" mit ¢ € N.
0

Dieses Lemma hat eine grofie Bedeutung, weil fiir die Analyse der modifizierten Samplemethode
nur die Gittervektoren y — x interessant sind, fir die z € C; U Cy gilt, denn nur fiir diese
Vektoren ist die Abbildung 7, nicht die Identitit. Fir z € B(0,7)\(C1 U C2) gilt: 7, () = x.

3.4. Uniformes Wahlen aus einem konvexen Korper

Die in Abschnitt 3.2 beschriebene Samplemethode ist ein randomisierter Algorithmus. Zu Beginn
werden N Punkte zufillig, unabhéngig und gleichverteilt aus der Kugel B(0,r) beziiglich der
¢,-Norm gewahlt. Bei der algorithmischen Umsetzung der Samplemethode kann man aber nicht
mit beliebiger Genauigkeit arbeiten. Man muss B(0,r) diskretisieren und die kontinuerliche
Gleichverteilung moglichst gut approximieren.

Dazu muss man sich zum einen iiberlegen, wie man aus einer Diskretisierung von B(0, ) einen
Punkt zuféllig und unabhéngig auswéhlt, so dass die Wahrscheinlichkeit fiir jeden Punkt ausge-
wahlt zu werden, ungefahr gleichverteilt ist. Zum anderen muss man sich iiberlegen, mit welcher
Genauigkeit die Diskretisierung zu erfolgen hat, ohne dass die Analyse der Samplemethode ver-
félscht wird.

Diese Aspekte sind fiir die beschriebene Samplemethode wichtig, da fiir die Analyse der Sam-
plemethode beziehungsweise der modifizierten Samplemethode nur die Punkte von Bedeutung
sind, die aus B(0,7) N (C7 U Cs) gewahlt werden. Die Mengen C7 und Cs kénnen relativ klein
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sein. Deswegen muss sichergestellt werden, dass die Auswahl von Punkten aus der Menge B(0, )
so erfolgt, dass die algorithmischen Abweichungen die Funktionsweise der Samplemethode nicht
beeintrichtigen. Es muss also gewahrleistet werden, dass die Diskretisierung so fein ist, dass
mindestens jeweils ein Punkt in den Mengen C7 und Cy enthalten ist. Bei Rechnung mit einer
Bitgenauigkeit von n” log, Rg erhilt man eine ausreichend feine Diskretisierung fiir die Verwen-
dung der Samplemethode zur Lésung des Problems des kiirzesten Gittervektors sowie zur Losung
des Problems des nichsten Gittervektors, da in diesem Fall die Diskretisierung feiner ist als die
Grofle der Mengen C7 und Cs, die auf Seite 30 sowie auf Seite 54 berechnet wird.

Die Kugel B(0,r) ist jeweils in Bezug auf die entsprechende £,-Norm definiert. Sie ist ein konvexer
Korper im euklidischen Raum R™ beziglich der ¢5-Norm. Ziel ist es also, Punkte aus einem
konvexen Korper moglichst uniform zu wéhlen. Dyer, Frieze und Kannan haben 1991 einen
randomisierten Polynomzeitalgorithmus entwickelt, der das Volumen eines konvexen Korpers
approximiert und auf einer Methode basiert, wie man in einem konvexen Korper fast uniform
einen Punkt auswéhlen kann [13]. Voraussetzung ist lediglich, dass man feststellen kann, ob ein
Punkt Element des Korpers ist oder nicht. Mit Hilfe dieses Algorithmus kann man aus B(0,7)
mit ausreichender Genauigkeit Punkte auswéahlen.
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4. Losung des Problems des kiirzesten
Gittervektors mit Hilfe einer Samplemethode

Der in diesem Kapitel beschriebene Algorithmus zur Lésung des Problems des kiirzesten Gitter-
vektors fiir die £,-Norm beruht auf einer Vorlesungsmitschrift [23] von Regev an der Universitét
von Tel Aviv, in der eine Samplemethode zur Lésung von SVP in der ¢5-Norm vorgestellt wird.
Sie greift eine von Sudan vorgeschlagene Siebprozedur auf, die in [2] erwdhnt wird. Der Algorith-
mus von Regev wird hier verallgemeinert, so dass er das Problem des kiirzesten Gittervektors
fiir jede £,-Norm 16st.

Die im letzten Kapitel vorgestellte Samplemethode kann dazu verwendet werden, um in einem
Gitter, dessen kiirzeste Gittervektoren eine Lange im Intervall [2,3) haben, einen solchen zu
berechnen. Mit dem folgenden Satz 4.0.1 wird gezeigt, dass man unter dieser Voraussetzung in
jedem beliebigen Gitter einen kiirzesten Gittervektor finden kann.

Zur Berechnung verwendet man unter anderem den LLL-Algorithmus von Lenstra, Lenstra
und Lovasz [26]. Er approximiert bei gegebener Basis B einen kiirzesten von 0 verschiedenen
Gittervektor in £(B) mit dem Faktor 2"7 und benétigt dazu hochstens O(n? logy maxy, ||by|2)
arithmetische Operationen beziehungsweise hat eine Laufzeit von O(n® log, maxy, ||by|2).

Satz 4.0.1 Gegeben sei ein Algorithmus A, der einen kiirzesten von 0 verschiedenen Gittervek-
tor beziiglich der €,-Norm in einem Gitter mit 2 < Ay < 3 mit Laufzeit T' findet. Dann kann
ein kiirzester Gittervektor in einem beliebigen Gitter, gegeben durch eine Basis B, mit hochstens
O(n) - T + O(n*logy max;y, ||b||2) arithmetischen Operationen gefunden werden.

Beweis: Sei /\gp ) die Lénge des kiirzesten Gittervektors in £(B) beziiglich der £,-Norm.

Es gilt folgende Abschitzung:
|z]loo < ll2llp < ¥nllzloo

Algorithmus zur Berechnung eines kiirzesten Gittervektors in £(B)
Gegeben: Gitterbasis B

1. Anvendung des LLL-Algorithmus auf L(B)
Man erh&lt als Ausgabe J;.

2. Anwendung von A auf By, Bi,...,Bs,, wobei

1 3 1 3
B, := —(=)*B, das heiBt by, = — (=) - b;.
A2 A2
Man erhdlt als Ausgabe Vektoren vp,...,vo,.

3. Definiere v} := A\1(2) vy.
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Ausgabe: Der kiirzeste Vektor beziiglich der /,-Norm der Vektoren vf),...,vén, der in

L(B)\{0} enthalten ist.

Der Beweis, dass dieser Algorithmus wirklich einen von 0 verschiedenen Vektor des Gitters £(B)
berechnet, erfolgt in zwei Schritten. Zunéchst wird gezeigt, dass man mit Hilfe eines kiirzesten
von 0 verschiedenen Gittervektors in L(By) einen kiirzesten von 0 verschiedenen Gittervektor
in £(B) berechnen kann, und dass ein k& € N existiert, so dass die Lénge )\gp ) der kiirzesten
Gittervektoren in £(Bj) im halboffenen Intervall zwischen 2 und 3 liegt. Im zweiten Teil wird
dann gezeigt, dass ein solches k héchstens die Grofie 2n hat.

Gegeben ist eine Basis B = {b1,...,b,} des Gitters £(B). Dann ist das Gitter £(Bj) gegeben

durch L3 L3
Br =< —(2)b,...,—(=)*b, }.
k {’X1(2) 1, 7A1(2) }
Wenn v = Y | a;b; mit a; € Z ein kiirzester Gittervektor in £(B) beziiglich der £,-Norm ist, so
ist v =0, ai)\%(%)kb,- € L(By) ein kiirzester Gittervektor in £(By) beziiglich der ¢,-Norm,

denn fiir einen beliebigen Gittervektor w € L(B) gilt:

ol < {lwllp

=l = =G el < =) llelly = 1ol

A1 2 A 2

Damit ist v ein kiirzester Vektor in £(By). Wenn man also im Gitter £(By) einen kiirzesten von

0 verschiedenen Gittervektor berechnen kann, so kann man auch im Gitter £(B) einen kiirzesten

von 0 verschiedenen Gittervektor berechnen. Fiir die Lange des kiirzesten Gittervektors in £(By)
gilt:

1.3

1.3
N = (2\k _ L 2\k\()
Il = 5-Gy)lolly = ()" A

Die Lénge liegt im Intervall [2, 3), falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

) _
<§> ﬁ <3 e k< 0823~ los A
2 A logy 3 —1
N N
3 ﬁ22 — k21+log2A1—1og2A§p)
2 A logy 3 — 1

Der kiirzeste Gittervektor des Gitters L£(By) ist also genau dann im Intervall [2,3) enthalten,
wenn
logs 3\ — logy )\gp)

logy 3 —1

1 + 10g2 5\1 — 10g2 )\gp)

<k<
10g23—1

Da die Lénge dieses Intervalls grofler als 1 ist, existiert ein k € Ny, so dass die Lénge des
kiirzesten Vektors in £(By) im Intervall [2,3) liegt.

Bei Anwendung des LLL-Algorithmus erhélt man eine Ndherung A fiir die Lange des kiirzesten
Gittervektors beziiglich der fo-Norm mit

5 o< 2t
< 257 ymal
< 2" AP
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Damit erhalt man als maximale Grofle von k:

. logy 31 — logy AP
logy 3 —1
logy 3- 2" 7 /rAP) — log, 22
- 10g2 3—1
~ logy3- 23" Vn
B logs 3 — 1
- logy 3 + 252 logy 2 + $ logym
B logy 3 — 1
logy 3 — % 1 1
= 1
loga3 — 1 ' 2(log,3 1) ' 2(log3 1) 22"
< 2n
und es existiert ein k € {0,...,2n}, so dass die Lange des kiirzesten Vektors von L£(Bj) im

Intervall [2,3) liegt.

Der LLL-Algorithmus wird einmal aufgerufen. Bei Eingabe einer Gitterbasis B bendtigt der
LLL-Algorithmus héchstens O(n* log, maxy, ||by||2) arithmetische Operationen. Der Algorithmus
A mit Laufzeit T wird 2n-mal aufgerufen. Damit beno6tigt man hochstens

O(n) - T + O(n" log, max [|by|]2)

arithmetische Operationen, um in einem beliebigen Gitter einen kiirzesten von 0 verschiedenen
Gittervektor zu berechnen.
d

4.1. Samplemethode

Die im Folgenden vorgestellte Variante der Samplemethode aus Kapitel 3 benutzt die Siebproze-
dur 3.1.2 mit a = 2, das heifit man sucht in einer beliebigen Menge von Punkten aus einer Kugel
vom Radius R eine Teilmenge mit hochstens 5™ Reprasentanten, so dass der Abstand von jedem
Punkt der Menge zu seinem Représentanten hochstens g ist. Mit Hilfe dieser Siebprozedur kann
man in einem Gitter L mit 2 < A\;(L) < 3 einen kiirzesten Vektor berechnen.

Die Samplemethode berechnet eine Menge Z mit Gittervektoren, die hochstens die Lénge 8
haben. Wenn man die paarweisen Differenzen zwischen allen Elementen aus der Menge Z be-
trachtet, kann man mit Hilfe der Randomisierung der Methode beziehungsweise mit Hilfe der
modifizierten Samplemethode argumentieren, dass sich ein kiirzester von 0 verschiedener Gitter-
vektor u € L mit hoher Wahrscheinlichkeit unter diesen Differenzen befinden muss. Falls sowohl
ein Gittervektor v € L als auch v +u € L in der Menge Z enthalten sind, so ist der Vektor
u = v+ u — v in der Menge der betrachteten Differenzen enthalten.

Man verwendet die Samplemethode aus Kapitel 3 mit den Parametern

° ’]":27
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« 0=06,
. N:29n 10g2 R(],

wobei Ry abhéngig von der Eingabe ist, und modifiziert die Ausgabe im Vergleich zur Sample-
methode 3.2.1 aus Kapitel 3 in der Form, dass man alle Differenzen von jeweils zwei Paaren aus
Z betrachtet und eine Differenz mit der kiirzesten Lénge ausgibt.

Algorithmus 4.1.1 Samplemethode
Eingabe: Eine Gitterbasis B = {bj,...,b,} mit A\ (L(B)) € [2,3).
1. Rp < n-max; ||bp
Wihle N = 2%"logy Ry Punkte zy,...,zy zufdllig, unabhingig, gleichverteilt in
B(0,2).
Berechne y; = x; mod £(B) fir i:=1,...,N.
Setze Z = {(z1,y1),....(zn,yn)}-
R — Ry
2. Solange R>6

a) Anwendung der Siebprozedur (3.1.2) auf {y;|(z;,y;) € £} mit den Parametern
a=2 und R.
Man erh&lt eine Menge J und eine Abbildung 7.

b) Entferne aus der Menge Z alle Paare (z;,y;) mit i € J.
c) Ersetze jedes verbleibende Paar (z;,y;) € Z durch (z,yi — (Ynu) — Tnw))) -
d R—L+2

3. Betrachte fiir alle Paare (z;,y;), (xj,y;) € Z die Differenz (y; —x;) — (y; — xj).
Ausgabe ist ein kiirzester von O verschiedener Vektor von diesen Differenzen.

Die Analyse des Algorithmus ist analog zur Analyse der allgemeinen Samplemethode in Kapitel
3. Die Samplemethode hat nach Satz 3.2.4 also eine Laufzeit von

29 O (log, Ro)*.

Da N = 29" log, Rg und a = 2 enthélt die Ausgabemenge Z nach Satz 3.2.5 noch mindestens 25"
Paare. Wenn der Algorithmus einen Vektor ungleich 0 ausgibt, so hat man eine Approximation
mit konstantem Faktor fiir den kiirzesten Gittervektor gefunden.

4.2. Analyse mit Beriicksichtigung der Randomisierung

Im Folgenden wird die entsprechende modifizierte Samplemethode betrachtet. Fiir sie kann man
zeigen, dass mit hoher Wahrscheinlichkeit ein von 0 verschiedener Gittervektor kiirzester Lange
ausgegeben wird. Da sich die modifizierte Samplemethode und die urspriingliche Samplemethode
exakt gleich verhalten, gibt damit auch die Samplemethode mit hoher Wahrscheinlichkeit einen
kiirzesten von 0 verschiedenen Gittervektor aus.

Sei u ein kiirzester von 0 verschiedener Vektor in £(B), das heiit ||u||, € [2,3). Man betrachte
die in Abschnitt 3.3 definierten Mengen C7 und Cs mit r = 2 fiir diesen Vektor u, sowie die
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entsprechende Abbildung 7, : B(0,2) — B(0,2). Die bijektive Abbildung 7, ist nun genau so
gewéhlt, dass die Differenz 7, (z) — x fiir einen Punkt x € C; U Cy der Gittervektor tu ist, das
heilt, wenn die Samplemethode einen Punkt aus C7 und den zugehorigen Punkt aus Co ausgibt,
ist der Vektor +u Element der betrachteten Differenzen der Ausgabemenge Z. Der Algorithmus
berechnet also in diesem Fall wirklich einen kiirzesten von 0 verschiedenen Gittervektor von L.

Unter Verwendung des Gittervektors u erhélt man folgende modifizierte Samplemethode, die im
weiteren Verlauf analysiert werden soll. Da man die modifizierte Samplemethode lediglich zur
Analyse verwendet, kann man den Vektor beziechungsweise die Abbildung 7, im Algorithmus
verwenden, obwohl dieser Vektor und entsprechend diese Abbildung nicht bekannt ist.

Algorithmus 4.2.1 Modifizierte Samplemethode
Eingabe: Eine Gitterbasis B = {b1,...,b,} mit A\ (L(B)) € [2,3).

1. Ry < n-max; ||bl|p
Wahle N =2%"log, Ry Punkte x1,...,zy zufidllig, unabhangig, gleichverteilt in
B(0,2).
Berechne y; = x; mod £(B) fir :=1,...,N.
Setze Z ={(z1,vy1),-.-,(zN,yN)}-
R — Ry
2. Solange R >6

a) Anwendung der Siebprozedur 3.1.2 auf {y;|(z;,%) € Z} mit den Parametern
R und a = 2.
Man erhalt eine Menge J und eine Abbildung 7.

b) Entscheide fiir jedes Paar (z;,y;) mit ¢ € J zuf&llig, unabhéngig,
gleichverteilt, ob x; durch 7,(x;) ersetzt wird.
Entferne aus der Menge Z alle Paare (z;,y;) mit i€ J.

c) Ersetze jedes verbleibende Paar (w;,y;) € Z durch (@4, ¥i — (Yna) — Ty@)))-
) R f42

3. Entscheide fiir jedes Paar (z;,vy;) € Z zufdllig, unabhingig, gleichverteilt,
ob x; durch 7,(z;) ersetzt wird.

4. Betrachte fiir alle Paare (z;,y;), (zj,y;) € Z die Differenz (y; — ;) — (y; — xj).
Ausgabe ist der kiirzeste Vektor ungleich O von diesen Differenzen.

Unter Verwendung von Lemma 3.3.3 kann man nun berechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit
ein Punkt z, der zufillig, unabhéngig und gleichverteilt aus B(0,2) gewéhlt wird, in der Menge
C1 U Cy enthalten ist. Das Gitter L hat die Eigenschaft 2 < A\;(L) < 3. Damit ist die Lénge des
Vektors u kleiner als 3 = % - 2. Nach Lemma 3.3.3 mit r =2 und [ = % ist

L — ollos 3]

— 2llos2 3]

-
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und es gilt:

vol(Cy)  wol(Chy)
vol(B(0,2))  vol(B(0,2))
11, o
= @
_ 2—2n2—n:2—3n.

k-(2—k—0"t2™m

Damit ist fiir i € {1,..., N} die Wahrscheinlichkeit p, dass ein Punkt x;, der zuféllig, unabhéngig
und gleichverteilt aus B(0,2) gewihlt wird, in der Menge C; U Cy enthalten ist, gréer als 2737,
Nach Lemma 3.3.4 mit p = 273" und N = 2" log, Ry gibt es mit Wahrscheinlichkeit exponentiell

nahe an 1 mindestens
p- N

2
Punkte aus Cy; U Cy in der Menge {z1,...,2,} der zu Beginn des Algorithmus ausgewéhlten
Punkte und damit in der Menge Z. Da nach Satz 3.2.5 maximal 2-5" logy Ry Paare wihrend der
Schleife aus der Menge Z entfernt werden, befinden sich nach der Schleife noch mindestens

= 20""1og, Ry

(2671 —2.5")logy Ry > (2°"71 —2.(2%)")log, Ry

— (2611—1 _ 23TL+1) 10g2 RO
— 25n (2n—1 _ 2—2n+1) 10g2 Ry
<1
>1
> 25

Paare (z,y) in der Menge Z, fiir die gilt € C1 U Cy. Fiir jedes dieser Paare ist y —x € B(0, 8).
Damit hat man mindestens 2°" Gittervektoren w = y — = mit der Eigenschaft z € C; U Cy
und einer Léange kleiner als 8. Diese Gittervektoren miissen nicht alle verschieden sein. Mit
Hilfe des folgenden Lemmas kann man aber zeigen, dass viele Paare der Menge Z den gleichen
Gittervektor repriasentieren miissen, da die Anzahl verschiedener Gitterpunkte in B(0, 8) weniger
als 247 ist.

Lemma 4.2.2 Sei L ein Gitter mit A\ (L) > 1 und sei R > 0. Dann gilt:

2R+l>"
l )

|B(0O,R)NL| < <

Beweis: Der Abstand zwischen zwei Gitterpunkten betragt mindestens Aj(L) > [, das heifit,
wenn man um jeden Gitterpunkt eine offene Kugel mit dem Radius % betrachtet, so sind diese
Kugeln disjunkt:
l l
B(v, 5) N B(w, 5) = () fir alle v,w € B(0,R) N L.

Da nur Gittervektoren aus B(0, R) betrachtet werden, liegt die Vereinigung aller Kugeln in
B(0, R+ %) Die Anzahl Elemente von B(0, R) N L ist damit durch die Anzahl disjunkter Kugeln
B(0, %) beschrénkt, die maximal in der Kugel B(0, R + %) enthalten sein konnen.

vol(B(0, 5)) (5"

vol(B(0O,R+ %))  (R+45)" - <2R+l>"
’2
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Mit A\ (£(B)) > 2 und R = 8 erhélt unter Verwendung von Lemma 4.2.2 man

1B(0,8) N £(B)| < <#> —gn < 9in.

24n

Also ist die Anzahl verschiedener Gitterpunkte in B(0,8) weniger als , wahrend sich in der

Menge Z mit hoher Wahrscheinlichkeit mindestens 25" Paare befinden.

Satz 4.2.3 Die modifzierte Samplemethode berechnet mit Wahrscheinlichkeit exponentiell nahe
an 1 einen von 0 verschiedenen kiirzesten Gittervektor in einem Gitter L mit 2 < A\ (L) < 3.

Beweis: In der Menge Z befinden sich mit hoher Wahrscheinlichkeit mindestens 2°" Paare
(w4, ;) mit z; € C; U Cy und damit 25 Gittervektoren der Form y; — x; mit z; € Cy U Co.
Jeder dieser Vektoren hat eine Lénge kleiner als 8. Die Anzahl verschiedener Gitterpunkte in

B(0,8) ist nach Lemma 4.2.2 weniger als 24", Damit gibt es einen Gittervektor v € L fiir den
mindestens

25n

Z__on

924n
verschiedene Indizes ¢ € {1,..., N} mit v = y; — x; und z; € C7 U Cy existieren.

Der Gittervektor u € L wird dann vom Algorithmus ausgegeben, wenn er als Differenz

u=(yi —x) — (y; — ;)
von zwei Paaren (z;,y;), (v, ;) € £ dargestellt werden kann.

Im dritten Schritt der modifizierten Samplemethode wird fiir jedes verbleibende Paar (x;,y;) € Z
zufallig, unabhéngig und gleichverteilt entschieden, ob 7, angewendet wird, oder nicht. Falls
x; € C1 Uy, so erhilt man also mit v = y; — x; mit Wahrscheinlichkeit % den Gitterpunkt v+ u
beziehungsweise v — v und mit Wahrscheinlichkeit % den Gitterpunkt v. Wenn die Abbildung 7,
mindestens einmal auf den Vektor v angewendet wird und v mindestens einmal nicht verdndert
wird, so erhélt man die Differenz

v—(v—u)=u

und somit einen kiirzesten von 0 verschiedenen Gittervektor.
Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Indizes i,j € {1,..., N} existieren mit (x;,v;), (z;,y;) € 2
und (y; — ;) — (yj —x5) =v — (v —u) = u ist

>1-2.272",

Also findet der Algorithmus mit Wahrscheinlichkeit exponentiell nahe an 1 den Vektor u und
damit einen kiirzesten von 0 verschiedenen Gittervektor des Gitters L.
0

Da sich nach Satz 3.3.2 die Samplemethode und die modifizierte Samplemethode exakt gleich
verhalten, gilt:
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Satz 4.2.4 Die Samplemethode berechnet mit Laufzeit 20 poly(logy Ro) mit Wahrscheinlich-
keit exponentiell nahe an 1 einen von 0 verschiedenen Gittervektor in einem Gitter L mit
2 < \i(L) < 3, wobei Ry =n - maxy, ||bg||, die Eingabegrife ist.

Mit Hilfe des Algorithmus aus Lemma 4.0.1 kann man dann einen kiirzesten Gittervektor in
einem beliebigen Gitter berechnen und das Problem des kiirzesten Gittervektors mit einem
randomisierten Algorithmus in einfach exponentieller Zeit 16sen.

Satz 4.2.5 Man kann in einem beliebigen Gitter einen kiirzesten Gittervektor ungleich 0 be-
ziiglich der £,-Norm mit Laufzeit 20 poly(logy Ro) berechnen, wobei Ry = n - maxy, ||by|, die
FEingabegrofie ist.

Beweis: Die Berechnung eines kiirzesten von 0 verschiedenen Gittervektors erfolgt mit folgen-
dem Algorithmus.

Algorithmus zur Berechnung eines kiirzesten Gittervektors in £(B)
Eingabe: Eine Gitterbasis B

1. Anwendung des LLL-Algorithmus auf L(B).
Man erh&lt als Ausgabe A;.

2. Anwendung der Samplemethode 4.1.1 auf By, Bi,..., Bs,, wobei

1 1
By, = ~—(§)kB, das heifit b, = ~—(§

k
by,
X2 52

Man erhdlt als Ergebnis Vektoren vy,...,vo,.

3. Definiere v} := A\1(2) vy.
Ausgabe: Der kiirzeste von O verschiedene Vektor beziiglich der /,-Norm der Vektoren

v, ---,Vh,, der in L(B)\{0} enthalten ist.

Die Samplemethode ist nach Satz 4.2.4 ein randomisierter Algorithmus, der einen kiirzesten
von 0 verschiedenen Gittervektor beziiglich der £,-Norm in einem Gitter mit 2 < A\; < 3 mit
Wahrscheinlichkeit exponentiell nahe an 1 findet. Damit berechnet der angegebene Algorithmus
nach Lemma 4.0.1 einen kiirzesten von 0 verschiedenen Gittervektor in einem beliebigen Gitter.
Da die Samplemethode eine Laufzeit von

20(n) poly(logs Ryp)

und der LLL-Algorithmus die Laufzeit O(n%log, maxy, ||bx||2) hat, hat der oben angegebene
Algorithmus zur Berechnung eines kiirzesten von Null verschiedenen Gittervektors die Laufzeit

O(n) - 2°0) poly(logy Ro) + O(n® log, max [|by|]2)

20(n) poly(log, Ro) + O(n5 logy Ro)
= 290 poly(log, Ry).
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5. Approximation des Problems des nachsten
Gittervektors mit Hilfe einer Samplemethode

In diesem Kapitel wird eine 2°(")-Turingreduktion vom Problem des niichsten Gittervektors
auf das Problem des kiirzesten Gittervektors vorgestellt. Unter der Voraussetzung, dass man
SVP exakt losen kann, kann man eine ¢(1 + €)?-Approximation fiir CVP finden. Zur exakten
Losung von SVP ist es zum Beispiel moglich, den in Kapitel 4 vorgestellten Algorithmus zu
verwenden. In diesem Fall erhélt man damit einen randomisierten 20("+%)—Alg0rithmus, der eine
(1 + €)?-Approximation von CVP berechnet. Dabei ist ¢ der Approximationsfaktor. Die Grofe
von ¢ wird in Abschnitt 5.3.4 beschrieben. Die vorgestellte Reduktion basiert im Wesentlichen
auf einer Turingreduktion von Ajtai, Kumar und Sivakumar [3], wobei es allerdings nicht nicht
gelungen ist, die dort vorgeschlagene Samplemethode vollstédndig umzusetzen. Aus diesem Grund
wird fiir die Reduktion eine von Blomer entwickelte Variante der Samplemethode aus Kapitel
3 verwendet. Sie wird in Abschnitt 5.3 beschrieben. Allerdings erreicht man mit Hilfe dieser
Samplemethode nur den Approximationsfaktor c(1+4¢)? anstatt wie Ajtai, Kumar und Sivakumar
(1+e).

Gegeben ist ein Gitter L vom Rang n und ein Vektor ¢ € span(L). Gesucht ist der zu ¢ néchste
Gittervektor z € L. Mit D; bezeichnet man den Abstand von ¢ zum Gitter L, das heifit D; =
1z = tll2-

5.1. Voraussetzungen fiir die Reduktion

Bei der Reduktion kann man ohne Einschrénkung von gewissen Eigenschaften des Gitters aus-
gehen. Diese Eigenschaften werden in diesem Abschnitt genannt und ihre Allgemeingiiltigkeit
bewiesen.

Grundlegende Voraussetzung fiir die Reduktion ist, dass man das Problem des kiirzesten Git-
tervektors exakt 16sen kann. Dies wird im Folgenden vorausgesetzt. Unter dieser Voraussetzung
kann man ohne Einschriankung davon ausgehen, dass die Lange der kiirzesten von 0 verschiede-
nen Gittervektoren im betrachteten Gitter L gleich 1 ist.

Satz 5.1.1 Konstante Linge des kiirzesten Gittervektors

Wenn man das Problem des ndchsten Gittervektors mit dem Approximationsfaktor & > 1 fiir
ein Gitter losen kann, dessen kiirzeste Gittervektoren die Ldange 1 haben, dann kann man das
Problem des ndchsten Gittervektors mit dem Approximationsfaktor § fir ein beliebiges Gitter
losen.

Beweis: Der folgende Algorithmus 16st das Problem des ndchsten Gittervektors mit dem Ap-
proximationsfaktor 6.
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Algorithmus zur Berechnung des nichsten Gittervektors in £(B)
Eingabe: Gitterbasis B des Gitters L und t € span(L)

1. Berechne einen kiirzesten von O verschiedenen Vektor w € L.
Dann ist Ai(L) = ||ul|2-

2. Definiere das Gitter L' = L(B’) mit

, 1

1
=t ot

Setze t' := A1%L) -t € span(L/).

3. Lose CVP fiir das Gitter L’ und den Vektor t.
Man erh#lt einen Vektor 2’ € L’ mit ||t/ — 2/||a < 0Dy .

Ausgabe: z =\ (L)z' € L

Um zu beweisen, dass der Algorithmus eine d-Approximation des zu t néchsten Gittervektors
berechnet, muss zum einen gezeigt werden, dass das Gitter L' die Bedingung \1(L') = 1 erfiillt,
und zum anderen, dass man mit Hilfe einer /-Approximation des zu t' nachsten Gittervektors
eine J-Approximation des zu t néchsten Gittervektors berechnen kann.

Sei w € L\{0} ein von 0 verschiedener Gittervektor. Dann ist w’ := ﬁw € L’ und es gilt:
lwll2 = Ai(L)
, 1 1
= [lw']l2 = > (L) =1.

me'b - (L)
Damit ist A\;(L’) = 1 und man kann nach Voraussetzung einen Vektor 2z’ € L’ berechnen mit
It = 2|l < 6Dy,
wobei Dy der Abstand von ¢ zum Gitter L’ ist.
Sei z := A\;(L) - 2/ € L. Dann ist
It = zll2 = [[M (L)t = A (L)2"]]2 = M (D)t = 2|2 < M (L)dDy.

Der Vektor z ist eine §-Approximation des zu ¢ nidchsten Gittervektors, wenn gilt: Dy = ﬁDt.

Um dies zu zeigen, betrachtet man die Falle Dy < A;(L)Dy und Dy > A\ (L)Dy und fithrt diese
jeweils zu einem Widerspruch:

1. Es sei Dy < M\ (L)Dy.

Fiir w € L mit ||t — w||s = Dy ist w' := ﬁw € L' und es gilt:
1 1
t—w||s = —=||t — = ——=D; < Dy.
|| ?,U||2 )\I(L)H ’lU|| )\I(L) t t

Dies ist ein Widerspruch zur Definition von Dy = min{|[t' — ¢/||2|v" € L'}.

2. Sei D; > Ai(L)Dy.
Fir w' € L' mit ||t/ — w'||2 = Dy ist w := A\ (L)w’ € L und man erhélt wegen

It = wll2 = M (D[t = w'|l2 = M (L)Dy < Dy

einen Widerspruch zur Definition von Dy.
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Deswegen muss gelten: Dy = \j(L)Dy und damit ist
||t — z||2 < 6Dy.

Der vom Algorithmus berechnete Vektor z € L ist also eine J-Approximation des zu t néchsten
Gittervektors.
O

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass ohne Einschriankung D; < % angenommen werden kann,

denn falls Dy > %, so kann man CVP mit dem Approximationsfaktor c(1 + €)? 1ésen, indem
man CVP mit dem Approximationsfaktor ¢(1+ ¢)? fiir ein € > 0 in einem Gitter vom Rang n— 1
16st.

Satz 5.1.2 Obere Schranke fiir den Abstand zum Gitter

Unter der Voraussetzung, dass man in einem beliebigen Gitter vom Rang n— 1 das Problem des
ndchsten Gittervektors mit dem Approzimationsfaktor c(1+€)? fiir alle ¢ > 0 und einer Konstante
c losen kann, kann man das Problem des ndchsten Gittervektors mit dem Approximationsfaktor
c(1 4 €)? fiir alle € > 0 in einem beliebigen Gitter vom Rang n mit Dy > % losen.

Beweis: Sei D; > %.

Nach Satz 5.1.1 kann man ohne Einschriankung davon ausgehen, dass fiir das Gitter L gilt:
A1(L) = 1. Durch Anwendung eines Algorithmus fiir das Problem des kiirzesten Gittervektors
findet man einen Gittervektor u € L mit [|ul|2 = 1.

Sei B = {b1,...,b,} eine Basis von L, das heifit L = L(b1,...,b,). Man erhélt die orthogonale
Projektion L von L auf u wie folgt:
Fir i e {1,...,n} setze

<b27u> = <bi’u>_

= 0.

Die Vektoren B = {bAl, e ,bAn} bilden ein Erzeugendensystem des Gitters L.Seiwe L beliebig
mit w = > " w;b; und w; € Z fiir alle ¢ € {1,...,n}. Dann ist

n
b= wibic L
=1

die Projektion von w orthogonal zu u.

Sei ¢ die Projektion von t = Y1  a;b; mit a; € R fiir alle i € {1,...,n} in den Unterraum
span(L):
n ~
7? = Z Oéibl
i=1
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N

< R
<c(14é)Dy; 4?2*

Abbildung 5.1.: Kannans Homogenisierungstechnik

Die Lage von L und L ist in Abbildung 5.1 dargestellt. Dabei werden alle Gitterpunkte des
Gitters L durch ausgefiillte Punkte reprasentiert, wihrend alle sonstigen Punkte durch nicht
ausgefiillte Punkte symbolisiert werden.

Das Gitter L ist ein Gitter vom Rang n — 1. Sei D; sei der Abstand von { zum Gitter L.

Setze )
€ 1= 1——].
: ( n4>

Dann findet man nach Voraussetzung einen Vektor 2* = Y% | ﬂ,-ZA),- € L mit B; € Z fur alle
i€ {l,...,n}, so dass gilt:
|2* = |2 < c(1+ &)D;.

Sei z*:= """ | Bib; € L. Es ist
t—f = Zaz(bz —i)l)
=1

2 )
= a-u
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mit o € R und

mit G € R. Man betrachte den Vektor
Z=z"4+|la—pf]-uel,

wobei |a— 3] die zu a — 3 néchste ganze Zahl bezeichnet. Auf diese Weise liftet man den Vektor
2* zu einem Gittervektor Z und es gilt:

=2l < ||t —2"—|a—5] ull3
= flarut+t—pF-u—2"—la—pF]-ully
~ . 2
< =25+ [(a = B) = Lo = 8117 [Jull3
<(3)?
7 2% 12 1 2
< It =22 + (Gllull2)
- 1
< c2(1+e)4D§+Z
1
< (§+c(1+€)2Dt)2
2 2 4 2 2 2
€ U 9 N ( € € €
< <CH+C(1+26+6)> Dt (mlti_ﬁﬁ<Dtﬁ<0Dtﬁ>
2 2 2\ 2
o [ € € 9 € € 9 o 1
= — +14+2—2— —2—+—| D té=e(l— —
c <n4+ + 2¢ n4—|—e n4+n8> h (Hll € =¢( n4)>
2¢ €2 € 2
2 2 2
= 1 e )
c <( +€) - n4+n8> h
< AF(1+e)?D}
= ||t —2*|la < c(1+¢€)?D;

Damit ist 2* € L eine ¢(1 + €)2-Approximation des zu t nichsten Gittervektors. Die in diesem
Beweis verwendete Technik ist auch unter dem Namen ,, Kannans Homogenisierungstechnik” be-
kannt [21].

0

Falls also der Abstand von t zum Gitter L grofler als 21:5 ist, findet man eine c(1 + ¢€)2-
Approximation des Problems des nichsten Gittervektors, indem man eine Approximation von
CVP in einem Gitter vom Rang n — 1 findet. Fiir n = 2 kann man CVP exakt l6sen. Fiir die
spatere Berechnung der Laufzeit ist es an dieser Stelle wichtig, folgendes festzustellen: Da man
nicht weif, ob D; < % oder D; > %, muss man das Problem des néchsten Gittervektors fiir
beide Fille 16sen. Die beste Approximation des zu t néchsten Gittervektors ist dann derjenige
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berechnete Gittervektor, der von ¢ den kleinsten Abstand hat. Da man fir D; > % CVP nur
rekursiv I6sen kann, muss man also insgesamt fiir jedes ¢ € N mit 2 < ¢ < n zweimal das Problem
des néchsten Gittervektors 16sen, wobei man jeweils in einem Fall — D; > % — auf eine Losung
von CVP fiir ¢ — 1 zuriickgreift und diesen Vektor zu einer neuen Losung liftet.

Im Folgenden sei also D; < %.
Es wird nun gezeigt, dass man im Weiteren ohne Einschrénkung davon ausgehen kann, dass das

Gitter L eine Basis der Léinge poly(n)D; = poly(n, ) hat.

Satz 5.1.3 Polynomielle Linge der Basis

Unter der Voraussetzung, dass man in einem beliebigen Gitter vom Rang n — 1 das Problem
des néchsten Gittervektors mit dem Approzimationsfaktor c(1 + €)? Iosen kann, kann man das
Problem des ndchsten Gittervektors fiir ein Gitter L vom Rang n, das keine Basis polynomieller
Lénge hat, mit dem Approzimationsfaktor c(1 + €)? lésen.

Beweis: Sei L* das duale Gitter von L und v € L* ein kiirzester von 0 verschiedener Gittervek-

tor, das heifit Ay (L*) = ||u]2.
Falls A\{(L*) > m, so hat L eine Basis polynomieller Lange, denn nach einer Transfer-

schranke von Cai, Satz 2.4.3, gilt: 1 < A\;(L*)bl(L) < n und damit hat L eine Basis der Lénge

1
A1(L*)

bl(L) < n < 3n(1 + €)D;.

. * 1 : 1
Sei also )\1(.[/ ) < m, das heifit Dt < W
Sei H das Untergitter von L orthogonal zu u vom Rang n — 1. Da L ein Gitter vom Rang n ist,
existiert ¢ € {1,...,n} mit (b;,u) = 0. Ohne Einschrankung sei (b,,u) = 0.

H = {ve L|{u,v) =0}
= {veLl(b,...,bp—1)|{u,v) =0}
Zur Veranschaulichung siehe Abbildung 5.2. Sei ug € span(L*) mit (ug,u) = 1. Man betrachtet

die Hyperebenen
Hi :zuo—l—HfurZEZ

Der Abstand der einzelnen Hyperebenen ist

1 2D;.
/\1(L*)>3( oD

und damit ist die Hyperebene H;, die von t den kleinsten Abstand hat, eindeutig bestimmt. Es
ist 2 € H;, da ||t — z[|2 < 2(1 + €)2D;. Auf Grund der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren
{b1,...,b,} beziehungsweise {b1,...,by_1,up} gilt:

2?Z:Z—i'bn€£(b1,...,bn_1).

Sei
ti=t—1i-b,
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Abbildung 5.2.: Das Untergitter H und das Untergitter H; vom Rang n — 1
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Dann ist 2 der zu f nichste Gittervektor in £(by,...,by_1).
Das Gitter £(b1,...,b,—1) hat den Rang n — 1. Nach Voraussetzung findet man einen Vektor
z* e L(by,...,by—1) mit

18— 2*]l2 < (1 4 €)?[f — 2]|2.
Setze 2* := 2* +i-b, € L(b1,...,b,) = L. Dann ist z* eine c(1 + €)? Approximation des zu t
néchsten Gittervektors, denn

It =2"lle = |[E+i-bp— 2" —i-bulls
= [t =22
< 1+ e)?fE -2l
= c(1+e)?||t—i-by—2z+i- byl
= c(1+e)?|[t - 2|2
= ¢(1+¢€)2Dy.

Es muss allerdings nicht gelten, dass ¢ € span(by,...,b,_1). Fiir t ¢ span(bi,...,b,_1) findet
man eine ¢(1 4+ €)2-Approximation des zu ¢ nichsten Gittervektors, indem man das Problem des

nachsten Gittervektors fiir die orthogonale Projektion von t zu span(by,...,b,—1) lost. Sei
i
fi i (L)
{uo, uo)

Es gilt £ € span(by,...,b,_1), da (f,ug) = 0. Auf Grund der Dreiecksungleichung ist der zu
nichste Gittervektor 2 auch der zu ¢ nichste Gittervektor. Durch Losung des Problems des
niichsten Gittervektors fiir das Gitter £(by,...,b,—1) und ¢ findet man einen Vektor 2* €
ﬁ(bl, ... ,bn—l) mit

17 = 22 < 1+ [T - .

Dann gilt:

b a2 L2 S ()2

It = 2*[[2 It —2ll2 + (1t = 2*[[2
18— 213 + (1 + e)![[F - 2113
AL+ e (IIE 2[5+ I - 2113)
= A1+e?lE - 213

VANVAN

und damit ist ||t — 2*||o < (1 + €)||t — 2[|.
g

Fir denn Fall, dass das Gitter L keine Basis der Lénge poly(n)D; = poly(n, %) hat, kann
man eine c(1 + €)2-Approximation des zu ¢ niichsten Gittervektors finden, indem man eine
Approximation fiir das Problem des néchsten Gittervektors fir ein Gitter vom Rang n — 1
16st.

Um eine Approximation des zu t néchsten Gittervektors zu finden, arbeitet man nicht auf dem
Gitter L, sondern verwendet ein (n + 1)-dimensionales Gitter L', das durch

{(v,0)|v e L} U{(t,7)}

erzeugt wird, wobei  ein beliebiger Parameter ist. Da man nach Satz 5.1.3 ohne Einschrankung
davon ausgehen, dass L eine Basis polynomieller Linge hat, hat auch L’ eine Basis polynomieller
Léange:
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Satz 5.1.4 Sei L ein beliebiges Gitter, t € span(L) und ~y eine beliebige Konstante. Falls L eine
Basis der Linge hochstens poly(n)-Dy hat, so hat das Gitter L', das durch {(v,0)|v € LYU{(t,v)}
erzeugt wird, eine Basis der Linge max{poly(n) - Dy, 1}.

Beweis: Sei B = {by,...,b,} eine Basis von L mit
[|bill2 < n*Dy fir allei € {1,...,n}

und « € N konstant.
Sei z* € L der Gittervektor, den man erhélt, wenn man ¢t = > | a;b; € span(L) mit a; € R fiir
alle i € {1,...,n} in Bezug zur Basis B rundet:

¥ = Zn: I_CLZ-‘ bz
i=1

Dann gilt fir den Abstand zwischen z* und t¢:
12" =tlle = (1> (las] — ai)bill2
i=1
> 11l
i=1
< Zno‘Dt
i=1

— noc-i—lDt

IN

Die Vektoren BU{(z* —t, —~)} bilden ein Erzeugendensystem des Gitters L, da (z* — ¢, —7) =
(2*,0) — (t,7) mit z* € L. Damit hat L’ eine Basis der Lange poly(n)Dy, falls L eine Basis der
Lénge poly(n)D; hat und poly(n)D; > 1.

O

Zusammenfassend lasst sich also feststellen, dass die Lange der Basis von L entweder polynomiell
inn und % beschrankt ist und damit dann auch die Liange der Basis von L’ oder man das Problem
des néchsten Gittervektors in n Rekursionsschritten 16sen kann.

5.2. Reduktion

Falls D; kleiner als % ist, kann man den zu ¢ néchsten Gittervektor dadurch bestimmen, dass man
in einem konstruierten Gitter L einen kiirzesten Gittervektor bestimmt. Dies wird im folgenden
Abschnitt erlautert. Fiir den Fall, dass D; grofler % ist, bendtigt man zur Bestimmung des zu
t néchsten Gittervektors eine Variante der vorgestellten Samplemethode aus Kapitel 3 fiir das
Gitter L'(k). Die Vorgehensweise in diesem Fall wird in Abschnitt 5.2.2 erlautert.
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5.2.1. Reduktion mit D, < }

Satz 5.2.1 Sei L ein beliebiges Gitter und t € Span(L) mit Dy < % Dann kann man den zu
t ndchsten Gittervektor z € L berechnen, wenn man das Problem des kiirzesten Gittervektors
exakt losen kann.

Beweis: Sei D; < %

Dann kann man den zu t néchsten Gittervektor dadurch bestimmen, dass man einen kiirzesten
Gittervektor in dem Gitter L bestimmt, das durch {(v,0)[v € L}U{(t, 3)} erzeugt wird, denn die
kiirzesten Gittervektoren in L sind von der Form (2,0) = (¢,) mit 2 € L und ||z — t[|2 = Dy.

Sei z € L mit ||z — t||s = D;. Dann haben die Gittervektoren (z,0) = (¢, 3) die Lénge:

1 1
10 = &I = Nl +(5)°
1
= D?+-
iy
_ 1+1
4 4
1
2

Kein Gittervektor (v,0) € L kann eine Linge kleiner als 1 haben, da A;(L) = 1.

Sei (v,0)—a(t, 3) € L mit a € Z, |a| > 2. Dann gilt unter Beriicksichtigung von ||(z,0)=%(t, B <
1.

3°

1 1
(v,0) —a(t, D)3 = |lv—at||5+a*~
2 4
> X
1
> 44—
- 4
> —
2

> 1I(2,0) % ¢, I

Damit sind die kiirzesten Gittervektoren in L von der Form (z,0) = (¢, 3). Fiir den Fall D, < 3
ist es also moglich den zu ¢ néchsten Gittervektor z € L bestimmen, indem man einen kiirzesten
Gittervektor im Gitter L bestimmt. Dies kann zum Beispiel mit der angegebenen Sampleme-
thode aus Kapitel 4 erfolgen.

0

Die Konstante % ist hier im Sinne einer einfachen Formulierung gewahlt worden. Man kann als
Konstante auch (1 + €)* mit ky € Z maximal mit (1 4 €)2ko (1 + 03—2(1 + e)2> < 1 wéhlen. In

diesem Fall erhélt man einen zu ¢ néchsten Gittervektor z € L, indem man einen kiirzesten
Gittervektor in dem Gitter berechnet, das durch {(v,0)|v € L} U{(¢,v)} mit v = %(1 4 ¢€)ko+1
erzeugt wird. Der Beweis dazu erfolgt analog zu dem obigen Beweis.
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5.2.2. Reduktion mit D, >

N[

Anders als im Fall D; < % kann man fiir den Fall D; > % das Problem des néichsten Gittervektors
nicht auf eine so direkte Art und Weise 16sen. Um in diesem Fall eine Approximation des zu ¢
néchsten Gittervektors zu berechnen, benétigt man die zusétzliche Information

I+ <D <1+

Nur mit Hilfe dieser Information kann man eine c(1 + €)2-Approximation von CVP berechnen.
Da man nicht weif}, fiir welches k € Z diese Ungleichung erfiillt ist, fihrt man die Berechnungen
fir alle k € Z mit kg < k < ky fiir Parameter kg, k; € Z durch. Fiir jedes k berechnet man einen
Gittervektor z; € L und gibt anschliessend denjenigen Vektor zj aus, fiir den ||t — z||2 minimal
wird. Wenn man kg und kq so wahlt, dass

% = (14 ¢e)% und D; < (1 + €)™,
so werden die Berechnungen — fiir den Fall D; > % — immer fiir das k € Z durchgefiihrt mit
(1+¢€)F~1 < Dy < (1+¢)*. Wenn man unter dieser Voraussetzung eine c¢(1+¢)? des zu t nichsten
Gittervektors berechnen kann, findet man auf diese Weise eine Approximation des zu t néchsten
Gittervektors.

Es geniigt, wenn man die Reduktion fiir £ > —m durchfiihrt, denn es ist
_ 1 _ lOgQ(%) — log 1
logo(1+€)  logy(l+e) I+eg

und damit X )
(1 +¢) BE0F = 5

Man setze also kg := —m. Um eine obere Schranke fiir Dy zu berechnen, wird verwendet,
dass man nach Satz 5.1.2 ohne Einschréinkung davon ausgehen kann, dass

n 94logy n
€2 - 9 .92logy €
24 logy n—2log, e—1

D, <

[\

24 log, n+-2log, %—1

Damit geniigt es, wenn man k; := 4logyn + 2logy % — 1 setzt. Fir die so gewdhlten Parameter
ko, k1 gilt:
(1+e)fo <Dy < (1+e)™

Im Folgenden wird nur noch beschrieben, wie man fiir k£ € Z mit kg < k < k; und (1 + e)k_l <
D; < (1 + €)* einen Gittervektor z, € L berechnet und gezeigt, dass man in diesem Fall eine
Approximation des zu t néchsten Gittervektors berechnen kann. Fir alle k mit kg < k < ky fithrt
man die gleichen Berechnungen durch, man kann jedoch nur im Fall (1 + €)*~! < D; < (1 + €)*
zeigen, dass man eine Approximation von CVP berechnen kann.

Fiir jeden Wert k& € Z arbeitet der Algorithmus auf dem (n + 1)-dimensionalen Gitter L'(k),
das durch {(v,0)|v € L} U{(t,v)} erzeugt wird. Die Komponente «; muss dabei in der Gro-
Benordnung von D, sein; kann also nicht konstant gewahlt werden. Den Grund dafiir sieht man
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im Beweis von Lemma 5.2.2.
Man kann zum Beispiel

1
=c-—=(1+ et
Vi \/3( )

wéahlen. Dabei ist ¢ € N der Approximationsfaktor, mit dem der zu ¢ nédchste Gittervektor z
approximiert wird.

Um einen zu t néchsten Gittervektor zu berechnen, betrachtet man zwei Teilmengen des Gitters
L'(k):

B = {(v,0) € L'(k)| |[v]l2 < 2}

G = {(v,w) € L'(k)| w = £y, [|(v,w)||2 < 27}

Die Teilmengen B und G sind eine disjunkte Zerlegung der Menge L'(k) N B(0, 2;).

Lemma 5.2.2
GUB=L'(k)NnB(0,2v;)

Beweis: Es ist offensichtlich, dass GUB C L'(k) N B(0, 27;) gilt, da nach Definition der Mengen
B und G fiir jeden Gittervektor = € G beziehungsweise x € B gilt: ||z||2 < 27%.

Jeder Gittervektor x € L'(k) N B(0,2v;) hat entweder die Form (v,0) mit v € L oder (v,0) +
a(t,v,) mit a € Zund v € L.

1. Sei = (v,0) mit v € L und ||z||2 < 27j. Dann gilt fiir die Lénge des Vektors v

[vll2 = [|z]l2 < 2
und damit x € BC G U B.

2. Sei & = (v,0) + a(t,y) = (v+ at,ay,) € L' mit a € Z\{0}, v € L und ||z||2 = [|(v +
at, ayg)|l2 < 27
Fiir a # +1, das heifit a® > 4, gilt

(v + at, axp)lf5 = |lv + atl]3 + a®4
—_—— =

>0 24%%

und man erhélt ||z||2 > 27;. Das bedeutet, dass z = (v & ¢, £7%) € L und damit z € G C
GuB.
O

Dieses Lemma ist ein wesentlicher Bestandteil der Argumentation, dass man mit Hilfe einer
Variante der in Kapitel 3 vorgestellten Samplemethode eine Approximation fiir den zu ¢ nichsten
Gittervektor finden kann. Man sieht am Beweis dieses Lemmas, dass die zweite Komponente
ungefdhr in der gleichen Gréflenordnung gewéhlt werden muss wie D;. Nur so erreicht man beim
obigen Beweis im zweiten Fall den erforderlichen Widerspruch.

Ziel ist es, einen Vektor aus der Menge G zu erhalten, denn sobald man einen solchen Vektor
gefunden hat, ist man in der Lage eine ¢(1 + €)?-Approximation des zu ¢ nichsten Gittervektors
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zu berechnen. Um einen Vektor aus der Menge G zu ermitteln, kann man eine Variante der
in Kapitel 3 vorgestellten Samplemethode verwenden, die von Blémer entwickelt wurde. Diese
Variante wird im folgenden Abschnitt vorgestellt. Zunéchst wird aber gezeigt, dass man mit
Hilfe eines Vektors aus der Menge G das Problem des néichsten Gittervektors approximativ
l6sen kann.

Satz 5.2.3 Sei (v,w) € G und (1 + €)1 < Dy < (1+€)F.
Dann kann man in polynomieller Zeit einen Gitterpunkt z* € L berechnen mit

I2* = tll2 < e(1 +€)*Dy

Beweis: Ohne Einschrénkung sei w = —;, sonst arbeite man mit w = —(—~).
Seien (v, w) € G. Dann kann (v, w) als Linearkombination der Basisvektoren von L’ (k) dargestellt
werden:
(va) = (Z* —t, _’Wc) = (Z*>0) - (t/yk) mit 2" € L
Damit ist ||(v, w)|[3 = ||2* = t[3 + ;.
Auf Grund der Definition von G und unter der Voraussetzung (1 + €)*~1 < D, gilt:

=" =3 = (v, w)]]3 &

< @2w)? -2
= 3

= 3 (%(1 + e)k+1>2

A+ 2 =21+ + 6)2(k_1)
(1 + €)1D? <mit (1+eF 1 < Dt>
C(l + 6)2Dt

IA

= ||z = tll2

IN

Damit ist der Vektor z* € L eine ¢(1 + €)>-Approximation des zu ¢ nichsten Gittervektors.
O

5.3. Samplemethode zur Approximation des Problems des nachsten
Gittervektors

In diesem Abschnitt wird eine von Blomer entwickelte Variante der Samplemethode aus Kapitel
3 beschrieben, mit der man einen Vektor aus der auf Seite 45 definierten Menge

g= {(U7w) € L/(k)’ w = £, H(U7w)H2 < 2716}

k+1 Die Argumentation, dass der Algorithmus wirklich

berechnen kann, wobei v, = ¢- %(1 +e)
einen Gittervektor aus der Menge G ausgibt, ist dhnlich wie die bei der Samplemethode zur Lo-
sung von SVP. Man verwendet auch in diesem Fall einen modifizierten Algorithmus, indem man

fiir jeden zufillig gewahlten Punkt x der Ursprungsmenge zuféllig, unabhéngig und gleichverteilt
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entscheidet, ob eine bijektive Abbildung 7, auf den Punkt x angewendet wird. Die Abbildung
Ty ist definiert wie die entsprechende Abbildung auf Seite 19 in Kapitel 3, allerdings ist u in
diesem Fall nicht ein kiirzester Gittervektor in dem Gitter L'(k), sondern man wéhlt

w:=(z —t, =),
wobei z € L der zu t nichste Gittervektor ist:

Tu: B(0,7r) — B(0,r)
r+u , z€Cy
Tu(z) = r—u ,zeC
T , sonst

5.3.1. Problematik bei der Verwendung der Samplemethode zur Approximation
des nachsten Gittervektors

Im Gegensatz zu der in Kapitel 4 vorgestellten Methode kann man nicht erreichen, dass die
Samplemethode den Vektor « in einfach exponentieller Laufzeit ausgibt. Denn um dies mit einer
Wahrscheinlichkeit exponentiell nahe an 1 zu erreichen, miissen sich am Ende der Sampleme-
thode in der Menge Z mehr Paare befinden, als es Gittervektoren der Léange r = 27v; gibt,
damit man eine Kollision finden kann. Eine obere Schranke fiir die Anzahl Gittervektoren der
Lénge kleiner als 2v; im Gitter L erhélt man durch Lemma 4.2.2 unter Beriicksichtigung von
A(L) =1:

2.2 1\"
A

— (A + 1)

Damit befinden sich im Gitter L und entsprechend auch im Gitter L'(k) ungefahr (4v; + 1)"
Gitterpunkte, die die Lange kleiner als 2y haben. Zu Beginn der Samplemethode miissen also
in Schritt 1 mindestens N = (4% + 1) Punkte z zufillig, unabhéngig und gleichverteilt gewéhlt
werden, um zu erreichen, dass sich in der Menge Z nach dem Schleifendurchlauf noch geniigend
Elemente befinden.

Fir den Parameter k gilt nach der in Abschnitt 5.2.2 beschriebenen Reduktion: k < k1 =
4logy n + 2log, % — 1 und damit

1
Ay = de—=(1+€)

V3

1
= poly(n, 2).

Die Laufzeit der Samplemethode ist nach dem Beweis von Satz 3.2.4 polynomiell in N und aus
diesem Grund erhélt man fir

1
N > (4 +1)" = poly(n, )"
€

eine Laufzeit, die nicht mehr einfach exponentiell ist. Man kann also die Samplemethode aus
Kapitel 3 nicht dazu verwenden, um den Vektor u = (z — ¢, —~;) zu berechnen.
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Der Unterschied zwischen der Situation in diesem Abschnitt und der Situation in Kapitel 4 bei
Verwendung der Samplemethode zur Losung von SVP ist, dass bei der Berechnung eines Vektors
aus der Menge G der Radius r der Kugel, aus der der entsprechende Vektor gewahlt wird, nicht
konstant ist.

Allgemein kann man zeigen, dass sich schon durch eine geringe Vergéflerung des Radius R einer
Kugel B(0, R) die Anzahl von Gitterpunkten in dieser Kugel um einen exponentiellen Faktor
erhohen kann:

Lemma 5.3.1 Seien a > b > 0 konstant, ¢ = log, %“ > 0. Sei L ein n-dimensionales Gitter

und R > 0. Dann gilt:
|LN B(0,aR)| <2 |LN B(0,bR)|

Beweis: Der Beweis erfolgt mit einer &hnlichen Argumentation wie der Beweis von Lemma
4.2.2.

Die Anzahl disjunkter Kugeln B(0, %R), die maximal in der Kugel B(0, aR) liegen kénnen, ist
beschrénkt durch:

vol(B(0,aR)) (aR)™
WIBO.ER) ~ (ERp

—  9logy(F)

— 9nlog,

— ZCTL
Wenn man den Radius der Kugeln B(0, %R) verdoppelt, das heiffit Kugeln mit Radius %R be-
trachtet, so kann man also mit Hilfe von héchstens 2¢” Kugeln vom Radius %R eine Uberdeckung
der Kugel B(0,aR) konstruieren. Damit ist die Anzahl der Gitterpunkte in B(0,aR) hochstens

2¢"-mal so gro wie die Anzahl Gitterpunkte in einer beliebigen Kugel dieser Uberdeckung mit
Radius gR:
b
L B(0,aR)| < 2L B(y, 3 R,

wobei B(y, gR) eine Kugel der Uberdeckung mit maximaler Anzahl Gitterpunkte ist.

Da0 € Lund 0 € B(0,aR), muss B(y, %R) mindestens ein Element aus L enthalten, das heif3t:

LN B(0, gR) £,

Sei z € L der néchste Gittervektor von y. Dann gilt:
b

— < =R,
Iy —=ll2 < 3

denn falls ||y — 2|2 > %, so wire L N B(y, %) = 0.
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Man betrachte die Abbildung

¢ :B(0,aR) — B(0,aR)

T — xT—z
Es gelten die folgenden Eigenschaften:
« ¢ (B(y, gR)) = B(y — z, %R), denn fiir z € B(y, gR) ist:

bR

lo(@) = (y = 2)ll2 = llz — 2 =y +2ll2 = [lz —yll2 < -~

e Die Abbildung

b

b
QO‘B(y’%R) : B(?Ja §R) - B(y - % §R)

ist injektiv. Da z € L ist, gilt damit

‘LﬂB(y, gR)' < ‘LﬂB(y . gR) .

e Sei x € B(y — z, %R). Da ||y — z||2 < %R gilt:
b b
llzll2 < [le = (y = 2)ll2 +|ly — zll2 < SR+ SR =bR.
Damit ist B(y — 2, 2R) C B(0,bR) und es gilt:

b
LOB(y -2 5R)| <|LNB(0,bR),

Insgesamt erhélt man aus diesen Eigenschaften:

b
LN B(0,aR)| < 2|0 B(y, 5R)| < 2|L 0 B(0,bR)|.

Fira=941=(14¢€) v b= und R =2 ist
4
C:10g2§:10g24(1+6) > 2.

Damit kann sich also nach Lemma 5.3.1 die Anzahl verschiedener Gitterpunkte in der Menge
B(0,27j41) um den Faktor 22" im Vergleich zur Anzahl verschiedener Gitterpunkte in B(0, 27;)
vergroflern:

|L N B(0,2y,41)| < 22" |L N B(0,2y;)|

Das Lemma 5.3.1 zeigt also, dass es grundsétzlich mit Hilfe der Samplemethode nicht mdoglich
ist, in einfach exponentieller Zeit einen festen Gitterpunkt aus einer Kugel mit Radius R zu be-
rechnen, wenn der Radius nicht als konstant vorausgesetzt werden kann. Aus diesem Grund wird
die Samplemethode lediglich dazu benutzt, um einen Vektor aus der Menge G zu berechnen.
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5.3.2. Samplemethode zur Berechnung eines Vektors aus der Menge G

Um einen Vektor aus der Menge G zu berechnen, verwendet man die Samplemethode aus Kapitel
3 mit folgenden Parameterwerten:

e 7= pund
° 0=2v—p

Die Ausgabe der Samplemethode wird dahingehend veréndert, dass ein beliebiger Vektor y;—x; €
G aus der Menge Z ausgegeben wird. Auf Grund der Randomisierung kann man &hnlich wie
bei der Anwendung der Samplemethode zur Lésung des Problems des kiirzesten Gittervektors
argumentieren, dass der Algorithmus mit Wahrscheinlichkeit exponentiell nahe an 1 einen Git-
terpunkt aus der Menge G berechnet.

Man kann die Parameter p und a frei wahlen und erhélt dann einen entsprechenden Approxi-
mationsfaktor c. Auf welche Weise dies erfolgen kann, wird in Abschnitt 5.3.4 beschrieben. Hier
sind p und a so gewdhlt, dass der Approximationsfaktor ¢ = 2 erreicht wird, das heifit man
benutzt die Konstante

Vi = (1 +6)k+1.

Sl

Unter Verwendung der Parameter

_ 95 (7 125
e p=2(L+1) =12,

o« a=2".
erhélt man folgenden Algorithmus:
Algorithmus 5.3.2
Eingabe: Eine Gitterbasis B = {bj,...,b,}

1. Ry < n-max; ||bl|p
N — 2'™log, Ry

2. Wahle N Punkte zy,...,xy zufdllig, gleichverteilt in B(0,p).
Berechne y; = x; mod L(B) fir i=1,...,N.

Setze Z = {(x1,y1),...,(zN,yNn)}
R — Ry
3. Solange R > 2v, —p= %Vk

a) Anwendung der Siebprozedur (3.1.2) auf {y;|(z;,y;) € Z} mit den Parametern
a=2" und R.
Man erh&lt eine Menge J und eine Abbildung 7.

b) Entferne aus der Menge Z alle Paare (z;,y;) mit i € J.

c) Ersetze jedes verbleibende Paar (z;,y;) € Z durch (i, ¥ — (Ynu) — Tpei)))
R

d) R« 198 +p

4. Betrachte (z;,y;) € Z.
Ausgabe: Ein beliebiger Vektor y; —x; € G
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Die Analyse des Algorithmus ist analog zur Analyse der allgemeinen Samplemethode in Kapitel
3. Die Samplemethode hat also eine Laufzeit von

29 O (log, Ro)*.

Da man nach Satz 5.1.3 ohne Einschrankung davon ausgehen kann, dass die Basis polynomielle
Léange in n und % hat, erhélt man eine Gesamtlaufzeit von

1\F
20O <log2 n + logy —) .
€

Mit der Wahl N = 2'™ log, Ry und a = 27 enthélt die Ausgabemenge Z nach Satz 3.2.5 noch
mindestens 2!6” Paare, wobei die Linge der entsprechenden Gittervektoren y; — z; € L'(k)
beschrénkt ist durch

lyi — zillp < llyillp + @il < 29k — p+p = 27

Damit erhédlt man in der Ausgabemenge Vektoren aus L'(k) N B(0, 2v;).

5.3.3. Analyse mit Beriicksichtigung der Randomisierung

Um zu zeigen, dass sich in der Ausgabemenge mit Wahrscheinlichkeit exponentiell nahe an 1,
ein Vektor aus der Menge G befindet, verwendet man die modifizierte Samplemethode. Sobald
sich in der Ausgabemenge mindestens ein Gittervektor aus der Menge G befindet, wird dieser
ausgegeben. Da sich die modifzierte Samplemethode und die urspriingliche Samplemethode nach
Satz 3.3.2 gleich verhalten, gibt damit auch die Samplemethode mit hoher Wahrscheinlichkeit
einen Vektor aus der Menge G aus.

Durch geeignete Wahl des Vektors v kann man mit Hilfe der entsprechenden bijektiven Ab-
bildung 7, : C; — (5 zeigen, dass es zu jedem Punkt y — z € B mit x € C; U (Cy einen
Punkt aus G gibt, der von der Samplemethode bei zufélliger, unabhéngiger und gleichverteilter
Wahl der Menge x1,...,zn € B(0, p) mit der gleichen Wahrscheinlichkeit ausgegeben wird und
umgekehrt.

Man betrachte den Gittervektor v = (2 — t,—y;) € L'(k), wobei z € L der zu t néchste

Gittervektor ist, sowie die auf Seite 19 definierten Mengen C7 und Cs mit dem Parameter

r=p= %yk. Fiir die Lange von u gilt folgende Abschatzung;:

lull, =1z =t =)y
[(z =2, 0) + (0, =v&)llp

< lz =ty +

< 1+ +m

1 -1
— — 3—
VBT

1

7
< .=
= 5 4'Yk+’Yk

15

= §7k
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Auf Grund der Linge von u schneiden sich die Kugeln B(u,p) und B(—u,p) nicht, falls €
geniigend klein ist. Damit sind auch die Mengen € und Cs disjunkt:

lullz = ||z = z|l2 7 = (L+ )+ > p

1 V3 125
-_r- > p—
2(1+6)2’Yk + % = 128 7%
1 128
—= (= 1) = >(1+¢)?
<2\/§+ >125_( +€)
£>Q 1 125 ,
E <y /([ =VBH1) == —1=0,40
E—\/<2\[Jr >128 ’

Bei Verwendung der p-Norm erhélt man an dieser Stelle eine (etwas) technischere Abschét-
zung.

Mit den so gewéhlten Parametern erhélt man folgende modifzierte Samplemethode:

Algorithmus 5.3.3 Modifizierte Samplemethode
Eingabe: Eine Gitterbasis B = {bj,...,b,}

1. Rp < n-max; ||bp
N « 21 1og, Ry
Wahle N Punkte x1,...,xy zufdllig, gleichverteilt in B(0,p).
Berechne y; = x; mod L(B) fir i=1,...,N.
Setze Z = {(x1,y1),...,(zN,yNn)}-
R — Ry

131

2. Solange R>2v—p= s

a) Anwendung der Siebprozedur 3.1.2 auf {y;|(z;,%) € Z} mit den Parametern
R und a=27.
Man erh&dlt eine Menge J und eine Abbildung 7.

b) Entscheide fir jedes (x;,y;) € J zufdllig, unabhingig, gleichverteilt, ob
x; durch 7,(x;) ersetzt wird.

c) Entferne aus der Menge Z alle Paare (z;,y;) mit i€ J.
d) Ersetze jedes verbleibende Paar (w;,y;) € Z durch (Zi,yi — (Un@) — Ty@))) -
R

3. Entscheide fiir jedes verbleibende Paar (z;,y;) € Z zuf&llig, unabhéngig,
gleichverteilt, ob x; durch 7,(x;) ersetzt wird.

4. Betrachte (z;,y;) € Z.
Ausgabe: Ein beliebiger Vektor y; —x; € G

Unter Verwendung von Lemma 3.3.3 kann gezeigt werden, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein
Punkt z, der zufillig, unabhéngig und gleichverteilt aus B(0, p) gewédhlt wird, in der Menge
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C1 U Cy enthalten ist. Die Lange des Vektor u ist nach der Abschéitzung auf Seite 51 kleiner als

By Mit 7= p = 12, ist ||ul[, < $2p. Mit | = 38 ist nach Lemma 3.3.3

o= olls %]

—  9llogs 5
— 975
und damit gilt:
VOl(Cl) VOI(CQ) n—lao—n
= 2—k— 2
VB0, 0)) ~ vol(BO,p) "R
39
— 2—5 et n—12—n
(800)
> 2—52—5(n—1)2—n
= 270

Damit ist die Wahrscheinlichkeit p, dass fiir i € {1,..., N} ein Punkt x;, der zuféllig, unabhéngig
und gleichverteilt aus B(0,p) gewidhlt wird, in C; U C3 enthalten ist, groBer als 275, Nach
Lemma 3.3.4 mit p = 27" und N = 2! log, Ry befinden sich damit mit Wahrscheinlichkeit
exponentiell nahe an 1 mindestens

p-N

2
Punkte aus C; U (5 in der Menge der zu Beginn des Algorithmus ausgewéhlten Punkte
x1,...,2N € B(0,p) und damit in der Menge Z. Da die Methode nach Lemma 3.2.3 hochstens

2-7-logy Ry Tterationen durchléuft, werden withrend der Schleife héchstens 2 - 7(2% +1)" log, Ry
Paare aus der Menge Z entfernt werden. Nach der Schleife befinden sich also noch mindestens

= olin—1 logy Ro

N
pT —-2- 7 (28 +1)n10g2R0
> (2Hn=l 91 99) 1og, Ry

_ 2n(210n—1 _ 28n+4)

> 27

logy R

Paare (z,y) in der Menge Z, fiir die gilt x € C U Cy. Damit hat man mit Wahrscheinlichkeit
exponentiell nahe an 1 mindestens 2" Gittervektoren w = y — x mit der Eigenschaft z € C7 UCy
und fiir jedes dieser Paare gilt y — x € B(0, 27;).

Satz 5.3.4 Die modifizierte Samplemethode berechnet mit Wahrscheinlichkeit exponentiell nahe
an 1 einen Vektor aus der Menge G.

Beweis: In der Menge Z befinden sich mit hoher Wahrscheinlichkeit 2" Paare (x,y), die von der
Abbildung 7, nicht auf sich selbst abgebildet werden. Nach Lemma 5.2.2 ist G |-JB = B(0, 2v;)
und damit gilt fiir jedes Paar (z,y) € Z entweder y —z € G oder y — x € B.
Es wird zunéchst gezeigt, dass die Abbildung 7, folgende Eigenschaften hat:

TulB0.2v)\(C1UCs) = 1B(0,290)\(C1UCs)
Tujciuc,(B) = G
Tule[UCQ (g) = B

Seiv=y—x €L mit xz e C;UCs.
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e Sei v € B. Dann ist v = (w,0) mit w € L und

Tu(v) = (w,0) £ ({, %) € G.

e Seiwv € . Dann ist v = (w,0) £ (¢,7) mit w € L. Sei v = (w,0) + (¢, 7%)-
Annahme: x € Cs. Daraus folgt:

Tu(v) = (w,0) 4+ 2(¢,v,) € GU B = B(0, 27;).
Also muss gelten: x € C7 und damit 7,(v) = (w,0) € B.
Analog sieht man, dass fir v = (w,0) — (¢,y) gilt: 7,(v) € B.

Damit ist in der Ausgabemenge genau dann mindestens ein Punkt aus G enthalten, wenn ein
Paar (z,y) € Z mit x € C1UC5 existiert, fiir das eine der beiden folgenden Eigenschaften gilt:

e y —x € B und die Abbildung 7, wird angewendet,
e y—x € G und die Abbildung 7, wird nicht angewendet.

In Schritt 3 der modifizierten Samplemethode wird fiir jedes Paar (z,y) € Z zufillig, unabhéngig
und gleichverteilt entschieden, ob 7, angewendet wird. Da sich in der Menge Z mit Wahrschein-
lichkeit exponentiell nahe an 1 mindestens 2" Paare (z,y) mit der Eigenschaft x € C7 U Cy
befinden, ist die Wahrscheinlichkeit, dass kein Gittervektor aus G ausgegeben wird, kleiner als

272"
Also ist der Algorithmus mit einer Wahrscheinlichkeit grofler als
1-27%"

erfolgreich und ein Vektor aus der Menge G wird ausgegeben.
O

Da nach Satz 3.3.2 die Samplemethode und die modifizierte Samplemethode das gleiche Ausga-
beverhalten haben, gilt:

Satz 5.3.5 Die Samplemethode berechnet mit Laufzeit 20 poly(logy Rg) mit Wahrscheinlich-
keit exponentiell nahe an 1 einen Vektor aus der Menge G, wobei Ry = nmaxy, ||by||, die Einga-
begréfe ist.

Wenn man mit einer Genauigkeit von n” logy Ro rechnet, ist die Diskretisierung der Kugel B(0, p)
ausreichend fein, so dass jeweils mindestens ein Punkt aus der Menge C7 beziehungsweise Cs
existiert, denn

1 12

61'* T 633
> 276.9.971. 971
— 97

(1 + 6)k+1
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5.3.4. Wahl der Parameter

Die oben beschriebenen Parameter a,c und p sind frei wahlbar. Ziel ist es, den Approximati-
onsfaktor ¢ moglichst klein zu wéahlen. Damit der Algorithmus korrekt arbeitet, miissen aber
folgende Bedingungen erfiillt sein:

e Der Radius p der Kugel, aus der die Punkte xz1,...,zy zuféllig, unabhingig und gleich-
verteilt gewédhlt werden, muss so grof} sein, dass sich B(0, p) und B(u, p) beziehungsweise
B(0, p) und B(—u, p) schneiden.

o Da|lullz < (@ + 1) Yk, muss p > % (@ + 1) v, gewahlt werden.

o p muss kleiner als 2v; sein, da man nur Vektoren mit einer Lénge kleiner als 2+, sucht.

Je grofer p gewdhlt wird, desto mehr Iterationen werden benotigt und dementsprechend viele
Punkte miissen zu Beginn gewéhlt werden, da sich die Punktemenge Z in jedem Iterationsschritt
im schlimmsten Fall um (2a + 1)" Punkte verkleinert.
Damit der Algorithmus nur Gittervektoren der Lénge kleiner als 2, ausgibt, muss die Siebpro-
zedur so oft angewendet werden, bis
i—1
Ry —
Y _al <p—p
§=0
beziehungsweise nach Abschétzung durch die geometrische Reihe

Ry a

— +——p+p < 2%.
a a—1

~—

=:0

Mit § < %’yk mit k € N und unter Verwendung der unteren Schranke fiir p erhélt man:

a
§+——p+p <2y
a—1

1 20 -1 1 (/3
= -t 5 £+1 T < 29k

K a—1 2 c

2a -1 /3 20—1 1 4dk(a—1)—k(2a—1) —2(a—1)
= — — <2 —-—=

a—1 2c 20@—-1) & 2k(a — 1)

2k(a — 1 2a -1 /3

<f:> C> H(a ) . a £

dk(a—1)—kr(2a—1)—2(a—1) a—-1 2
V3K(2a — 1)
dk(a —1) —k(2a — 1) = 2(a — 1)

Dafiir muss gelten, dass

— Cc>

dk(a—1) —k(2a —1) —2(a — 1)
2k(a—1)
<— 4k(a—1)—k(2a—1)—2(a—1) >0, daa>2
<~ K(2a—3)>2(a—1)

>0

- 2(a—1)
@ I{ _—
2a — 3

——

<1
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Diese Bedingung ist fiir x € N immer erfiillt.
Damit kann man maximal den Approximationsfaktor

. V3k(2a — 1)
c > lim
(r,a)—oo 4k(a — 1) — K(2a — 1) — 2(a — 1)
i V3 1)
im
raree (1~ 1)~ (2~ 1)~ 2L~ )
= V3<2

erreichen. Die untere Schranke kann wegen der scharfen Ungleichung nicht genau erreicht werden,
fir kK = a ~ 232 erreicht man aber bei Rechnung mit 10-stelliger Genauigkeit ¢ > /3.

5.4. Algorithmus zur 2(1 + ¢)?>-Approximation des Problems des
nachsten Gittervektors

In diesem Abschnitt sollen die bisher in diesem Kapitel entwickelten Resultate zu einem Al-
gorithmus zur Approximation des Problems des néchsten Gittervektors zusammengefasst wer-
den. Gegeben sei ein Algorithmus A, der das Problem des kiirzesten Gittervektors exakt 16st.
Der folgende Algorithmus berechnet unter Verwendung von A fiir jedes beliebige Gitter L und
t € span(L) eine 2(1 + €)?-Approximation des zu ¢ nichsten Gittervektors. Man kann fiir A den
in Kapitel 4 beschriebenen Algorithmus verwenden.

Die Korrektheit des Algorithmus ergibt sich aus den Resultaten in den bisherigen Abschnitten.
In Klammern ist jeweils angegeben, auf welchem Ergebnis der jeweilige Schritt beruht. Zur
Erhaltung der Ubersichtlichkeit wird im Folgenden auf die exakte Darstellung verzichtet. Sie ist
jeweils in den entsprechenden Abschnitten nachzulesen.

Algorithmus 5.4.1 Algorithmus zur Berechnung des nichsten Gittervektors in £(B')
Gegeben: Gitterbasis B’ des Gitters L’ und ¢’ € span(L’)

1. Berechne mit Hilfe von A einen kiirzesten von O verschiedenen Vektor u' € L'.
Dann ist A (L)) = ||v/]]2.
Definiere das Gitter L = £(B) mit
1 1
B={— ¥, . . — ¥
{)\I(L/) 1 Al(L/) n}
I 1 !
Setze t:= -t € span(L’).
2. Lose CVP fiir das Gitter L und den Vektor t:
a) (5.1.2)

o Berechne mit dem Algorithmus A einen kiirzesten von O verschiedenen
Gittervektor u € L.

e Betrachte die Projektion L von L orthogonal zu u sowie die
Projektion ¢ von ¢ in span(L).

A ~

o L6se CVP rekursiv fir das Gitter L und ¢.
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. Lifte die Losung 2* € L zu einer méglichen Losung 2\") € L.

b) Falls L keine Basis der Lange poly(n,1) hat:

e (5.1.3)

— Berechne mit A einen kiirzesten von 0 verschiedenen Gittervektor
u* € L* im dualen Gitter L*.

— Betrachte das Untergitter H von L orthogonal zu u sowie
die Hyperebene H; von H die zu t den minimalen Abstand hat.

— Sei t* die Projektion von t in span(H;)
— Lése CVP rekursiv fiir H; und t*.

— Lifte die Lésung z* € H; zu einer méglichen Loésung zén) elL.

sonst
« i. (5.2.1)

— Berechne mit dem Algorithmus .4 einen kiirzesten von 0
verschiedenen Gittervektor w € L, wobei L das Gitter ist, das
durch {(v,0)|v € L} U{(t, 3)} erzeugt wird.

— 4= (%0)£(t3) mit €L
Mogliche Losung: 2y i= 2

ii. (6.2.3)
.. . 1

Fir k——m,...,410g2n—210g26—1

— Setze G:={(v,w) € L'(k)|w = £y, |[(v,w)||2 < 2v}.

— Berechne mit Hilfe der Samplemethode 5.3.2 einen Vektor (v,w) €
g.

- (v,w) = (270) + (t77k)

Mégliche Losung: an =z
) — i n) m) ) )y g 1 41 _ 9] 1
c) z := min{z ,zy 23,2 rUA{z |k = gy (7o Alogan 08y € s

soweit berechnet.

Ausgabe: 2/ =\ (L)z e L’

Der Algorithmus verwendet zur Berechnung einer 2(1 + €)?-Approximation in den Schritten 2a
und 2b zwei einstufige lineare Rekursionen sowie zweimal den Algorithmus A. Die Laufzeit von
Schritt 2(b)i ist im Wesentlichen die Laufzeit des Algorithmus .A. Eine Darstellung durch die
Basisvektoren ist in Zeit polynomiell in der Eingabegrofle log, Ry moglich. Die Samplemethode
zur Berechnung eines Gitterpunktes aus der Menge G in Schritt 2(b)ii hat nach Satz 5.3.5 eine
Laufzeit von 2° poly(log, Rg) mit Ry = n - maxy, ||by]|,-
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Wenn man davon ausgeht, dass der Algorithmus A zur Lésung des Problems des kiirzesten Git-
tervektors eine Laufzeit von 20(%) poly(logy Ro) hat, so hat der Algorithmus zur Approximation
des Problems des néchsten Gittervektors fiir ein Gitter vom Rang n die Laufzeit

2T (n —1) + 5 - 2°M poly(log, Ro)
= 4T(n—2)+3-5-2°0 poly(log, Ro)
= 290 poly(log, Ro).

wobei T'(n — 1) die Laufzeit des Algorithmus fiir ein Gitter vom Rang n — 1 ist.
Insgesamt gilt:

Satz 5.4.2 Unter der Verwendung eines Algorithmus A zur Lésung des Problems des kiirzesten
Gittervektors mit einer Laufzeit 20 poly(logy Ry), wobei logy Ry die Eingabegrofie ist, gilt:
Gegeben sei ein Gitter L vom Rang n und ein Vektor t € span(L). Dann kann man mit Wahr-
scheinlichkeit exponentiell nahe an 1 eine 2(1+€)%-Approzimation des zut néichsten Gittervektors
berechnen, wobei € > 0. Die Laufzeit des randomisierten Algorithmus betrigt 20 poly(logy Ro),
wobei Ry = nmaxy ||bk||2 mit L = L(B) die Eingabegrifie ist.

5.5. Vorschlag einer Samplemethode von Ajtai, Kumar, Sivakumar

Im Jahr 2001 haben Ajtai, Kumar und Sivakumar einen einfach exponentiellen Algorithmus
zur Berechnung des kiirzesten Gittervektors beschrieben [2]. Im Jahr 2002 schlugen sie eine
20(")_Turingreduktion vom Problem des néchsten Gittervektors auf das Problem des kiirzesten
Gittervektors vor, die unter anderem eine Variante ihrer in [2] vorgeschlagenen Samplemethode
benutzen sollte, siehe [3]. Bei Untersuchung dieser vorgeschlagenen Variante im Rahmen dieser
Diplomarbeit ist es nicht gelungen, diese Samplemethode, die zur (1 + €)-Approximation des
néchsten Gittervektors bendtigt wird, konkret zu entwickeln. Im Folgenden sollen nun zunéchst
die in [2] vorgeschlagene Samplemethode und anschliefend die bei der Modifikation aufgetrete-
nen Probleme beschrieben werden.

5.5.1. Samplemethode von Ajtai, Kumar, Sivakumar

Die Samplemethode von Ajtai, Kumar und Sivakumar wéhlt zur Berechnung des kiirzesten
Gittervektors N = 20" zufillige Gitterpunkte aus einem geniigend grofien Parallelepiped P.
Dabei ist jeder gewéhlte Gitterpunkt x, mit r € {1,..., N} von der Form

Ty = Yr + 2p,

wobei z, ein Gitterpunkt ist, der gleichverteilt aus PN L gewéahlt wird, und y, € R™ ein normal-
verteilter sogenannter Stérungsvektor mit Standardabweichung \/% ist.

Wesentlich fiir die Funktionsweise der Samplemethode zur Berechnung eines kiirzesten Gitter-
vektors ist, dass fiir jedes ¢’ eine Konstante K existiert, so dass mit hoher Wahrscheinlichkeit

lyrll2 < ¢
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gilt [[2], Lemma 6]. Fiir die Samplemethode zur Losung von SVP verwendet man ¢’ = 2.
Mit Hilfe einer probabilistischen Methode [[2], Lemma 11] kann man iterativ eine Teilmenge
T C{1,..., N} konstruieren, so dass fiir jedes r € T ein Gittervektor b, € L existiert mit

|27 — br[|2 < 6.
Dann hat der Vektor w, := z. — b, € L hochstens die Lange
lwrllz < [l2zr = brll2 < [lz7 = byll2 + [Jyr[l2 <6 +2 =38

und damit hat man eine konstante Approximation eines kiirzesten Gittervektors in L.

Fiir einen Gittervektor v € L, sei p, die Wahrscheinlichkeit iiber alle zufélligen Wahlen des
Algorithmus, dass der Algorithmus den Gittervektor v ausgibt. Man kann zeigen, dass mit hoher
Wahrscheinlichkeit mindestens ein Gittervektor v € L mit einer Wahrscheinlichkeit grofier als
27 mit ¢ € N konstant ausgegeben wird. Falls u € L ein kiirzester Gittervektor ist, so kann man
zeigen [[2], Lemma 13], dass die Wahrscheinlichkeit, dass der Gittervektor v+u vom Algorithmus
ausgegeben wird, 273%™ mal der Wahrscheinlichkeit ist, dass der Gittervektor v ausgegeben
wird:

Pvtu = DPov

Wenn man also die Samplemethode geniigend oft — maximal 2°(")-mal — wiederholt, so be-
rechnet die Samplemethode mit grofler Wahrscheinlichkeit mindestens einmal den Vektor v und
einmal den Vektor v + u. Analog zur in Kapitel 4 vorgestellten Samplemethode zur Lésung des
Problems des kiirzesten Gittervektors erhélt man dann mit hoher Wahrscheinlichkeit einen von
0 verschiedenen kiirzesten Gittervektor in L, wenn man die Menge aller moglichen Differenzen
von Ausgaben der Samplemethode betrachtet.

Wichtiges Charakteristikum dieser Methode ist, dass die Konstante K so bestimmt wird, dass
mit hoher Wahrscheinlichkeit die Ladnge des Storungsvektors g, kleiner als eine vorgegebene Kon-
stante ¢ ist. Hierbei hat die Konstante K wesentlichen Einflufl darauf, in welchem Verhiltnis die
Ausgabewahrscheinlichkeit von v zur Ausgabewahrscheinlichkeit von v 4w fiir einen Gittervektor
u steht.

5.5.2. Vorgeschlagene Methode zur Approximation des Problems des nachsten
Gittervektors

Die Turingreduktion vom Problem des néchsten Gittervektors auf das Problem des kiirzesten
Gittervektors, die Ajtai, Kumar und Sivakumar in [3] vorschlagen, entspricht im wesentlichen
der in den Abschnitten 5.1 und 5.2 vorgestellten 2(1 + €)? Reduktion.

Ajtai, Kumar und Sivakumar setzen allerdings voraus, dass ein Algorithmus mit einfach expo-

nentieller Laufzeit existiert, der einen Gittervektor aus L N B(0, R) findet, wobei R < 2%(1 +

= poly(n). Dieser Algorithmus muss folgende Eigenschaft haben: Falls ein Vektor v
mit Wahrscheinlichkeit p, ausgewéhlt wird, dann ist max{g—zkn, ye€ LNB(0,R)} <2 fur eine

Konstante c(e) > 0, dass heifit fiir zwei beliebige Vektoren z,y € L N B(0, R) ist p, > 27"p,.
Der in [2] vorgestellte Algorithmus berechnet Gitterpunkte aus einer Kugel mit konstantem Ra-
dius mit der Uniformitétseigenschaft, dass max{g—zb:, y € LN B(0,8)} < 2" fiir eine Konstante

c(e) > 0. Fiir die Reduktion wird aber ein Algorithmus benotigt, der Gitterpunkte aus der Kugel

1
6)4log2 n+2<

99



B(0, R) mit R = poly(n) berechnet. Um dies zu erreichen, wird von Ajtai, Kumar und Sivaku-
mar vorgeschlagen, die Stérungsvektoren y normalverteilt mit der Standardabweichung \/% zZu

wéhlen, anstatt mit der Standarabweichung \/% wie bei der Samplemethode zur Losung des

Problems des kiirzesten Gittervektors.

Folgt man der Argumentationsstruktur von Ajtai, Kumar und Sivakumar in [2], so erhélt man
mit dieser Wahl der Standardabweichung folgendes Lemma:

Lemma 5.5.1 ([3], Lemma 21) Falls &,i = 1,...,n unabhdngig normalverteilte Zufallsva-
riablen sind mit Erwartungswert 0 und Varianz %, dann gilt fiir jede beliebige Konstante C > 1:

- K 1
Pr Z£?>C’ §exp<—n<4—R2—%>>.

J=1

Mit Hilfe dieses Lemmas kann gezeigt werden, dass die Lange des Stérungsvektors kleiner als
eine vorgegebene Konstante ist. Mit dem folgenden Lemma wird die Gréfle der Konstante K
festgelegt, mit der die Samplemethode durchgefithrt werden soll. Dabei ist ¢; € N gegeben mit
N =297,

Lemma 5.5.2 ([3], Lemma 6) Fir jedes ¢ > 1 und C' > 0, existiert eine Konstante K > 0,

so dass bei Ausfithrung der Sampleprozedur mit diesem K, mit Wahrscheinlichkeit mindestens
1— 279" folgendes gilt:

HyzHQ < b f{jT’ alle 1 € {1, ..,N = 20171}.

Beweis: Sei i € {1,..., N} beliebig, aber fest. Dann gilt mit Lemma 5.5.1:
Prllyilla > ¢] = Prllull3 > ¢?]
K 1
< eXp | —n 4—R2 — W
< exp (—n (C' + cl))

fiir K geniigend grof.
Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein ¢ € {1,..., N} mit ||y;||2 > ¢’ existiert

< N .9~ (C+en)n _ geing—(C'+e)n _ 9—C'n

und damit gilt mit Wahrscheinlichkeit > 1 — 27" fiir alle i € {1,..., N}: [|yi]]2 < €.

Das Problem in diesem Beweis ist, dass R = poly(n). Damit gilt:

K 1 .
exp | —n 12 202 — 1 firn — oo
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falls K konstant gewahlt werden sollte. In diesem Fall wére die Wahrscheinlichkeit, dass die
Lénge aller Stérungsvektoren kleiner als eine Konstante ist, fast 0. Um dies zu verhindern, muss
also K so gewahlt werden, dass % — 2%,2 > O’ +c1, das heifit es muss im Wesentlichen gelten:

K > R?

Damit wire K allerdings keine Konstante und fiir R = poly(n) polynomiell. Dies wiirde auch
bedeuten, dass man als Uniformitétsbedingung analog zu [2]

Povtu > 2_3Knpv = 2—poly(n)pv

erhalten wiirde, fir einen Vektor v € L N B(0, R) mit p, > 27", Der Vektor u muss in diesem
Fall nicht der kiirzeste Gittervektor sein, sondern kann ein beliebiger Gittervektor der Lange
hochstens R sein. In diesem Fall kann also nur gezeigt werden, dass

max{&\x,y e LN B(0,R)} < 2volv(m),
Dy
Um dann zu garantieren, dass die Samplemethode mit hoher Wahrscheinlichkeit mindestens
einmal den Vektor v und einmal den Vektor v+ u ausgibt, muss die Samplemethode opoly(n)_mal
wiederholt werden, was zu einer Laufzeit fithrt, die nicht mehr einfach exponentiell ist.

Das Problem bei der Ubertragung der Samplemethode ist also prinzipiell das gleiche wie das
in Abschnitt 5.3.1 beschriebene Problem bei der Ubertragung der Samplemethode aus Kapitel
3: Man muss eine Kollision in einer Menge finden, in der mehr als einfach exponentiell viele
Elemente enthalten sind.

61



6. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde eine randomisierte Samplemethode vorgestellt, mit deren Hilfe man einen
Gittervektor aus einer Kugel mit konstantem Radius berechnen kann. Wesentliche Charakteri-
stik dieser Samplemethode ist die Moglichkeit, sie so zu modifizieren, dass das Ausgabeverhalten
nicht beeinflusst wird, man aber in der Modifikation bereits die gesuchte Losung verwenden
kann. Auf diese Weise ist es moglich, fiir die modifizierte Samplemethode gewisse Unformitéts-
bedingungen im Ausgabeverhalten zu zeigen. Da die Modifikation ohne Beeintrachtigung des
Ausgabeverhaltens erfolgt, gelten diese Uniformitéatsbedingungen dann auch fiir die urspriingli-
che Samplemethode.

Auf diese Weise ist es dann gelungen zu zeigen, dass man mit Hilfe der Samplemethode einen
kiirzesten von 0 verschiedenen Gittervektor mit Erfolgswahrscheinlichkeit exponentiell nahe an
1 berechnen kann. Die Laufzeit ist dabei einfach exponentiell in Bezug auf den Rang des Gitters
mit einem Faktor polynomiell in der Eingabelénge.

Des Weiteren wurde gezeigt, dass man unter Verwendung dieser Samplemethode mit entspre-
chend gewéhlten Parametern das Problem des néchsten Gittervektors mit dem Approximati-
onsfaktor ¢(1 + €)? fiir ¢ > 0 und c konstant in einfach exponentieller Laufzeit 16sen kann.
Fir die Losung des Problems wird ein Algorithmus bendtigt, der das Problem des kiirzesten
Gittervektors exakt 10st.

Leider mufite festgestellt werden, dass man die Samplemethode nicht so variieren kann, dass
man nach obigem Prinzip das Problem des néchsten Gittervektors exakt l6sen kann. Dies ist ein
Problem, was im Weiteren noch untersucht werden miifite. Dieses Problem geht einher mit der
Frage, wie Ajtai, Kumar und Sivakumar sich die Modifikation ihrer vorgeschlagenen Siebme-
thode zur (1 + €)-Approximation vorstellen. Die Ubertragung beider Samplemethoden scheitert
urséchlich an dem gleichen Problem: Eine Kollision in einer Menge zu finden, in der mehr als
einfach exponentiell viele Elemente enthalten sind.

62



Anhang A.
Beweis einer Transferschranke von Cai

In diesem Abschnitt wird die Transferschranke von Cai [8] bewiesen, die bereits in Satz 2.4.3
zitiert und in Kapitel 5 angewendet wurde. Sie stellt eine Beziehung zwischen der Lénge der
kiirzesten Basis eines Gitters L und der Lénge des kiirzesten Gittervektors des dualen Gitters
L* dar. Der Beweis der Transferschranke ist nicht konstruktiv. Die wesentliche Beweisidee ist
die Betrachtung der Fouriertransformation von Gaufl-dhnlichen Maflen auf einem Gitter L sowie
einem echten Untergitter von L. Deswegen wird zunéchst eine Einfiihrung in die Grundlagen
der Fourier-Transformation gegeben. Eine vertiefende Einleitung in dieses Gebiet geben unter
anderem [14] und [25].

Die in diesem Anhang verwendete Norm ist die £o-Norm. Um die Ubersichtlichkeit in den Rech-
nungen zu erhalten, wird im Folgenden auf den Index |[|.||2 verzichtet und stattdessen [|.|| ver-
wendet.

A.1. Fourier-Transformation

Dieser Abschnitt gibt eine kurze Einfiihrung in die wesentlichen Figenschaften der Fourier-
Transformation fiir Funktionen und Mafle, soweit sie fiir den Beweis der Transferschranke beno-
tigt werden. Die Fourier-Transformation benutzt Techniken der Analysis und Funktionentheorie
[16], [11], [17].

Definition A.1.1 Mit L'(R") bezeichnet man die Menge aller Funktionen f : R — C mit

[ lr@lax <o

Definition A.1.2 Fir f € LY(R") ist die Fourier-Transformation f definiert als

f) = [ fla)e e
Rn

Die im folgenden Beispiel eingefiihrte Funktion spielt im Beweis der Transferschranke von Cai
eine wichtige Rolle.
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Beispiel A.1.3 Fiir a > 0 definiere

—al|z||?

pa(z) =€

Fiir den Fall a = 7w schreibt man p = py.
Es soll die Fourier-Transformation der Funktion

2 2 2
Par(x) = e Ta ($1 +...+ xn) — e Taly . .eTary,
—wamz
berechnet werden. Dazu setzt man fj(z;) := e
fj gegeben durch:
. *® _rax? _omir. .
—o0
© —7 (aa:2-+2iac-- >
N / ‘ ’ 7Y da
—o0
o0 —7T< ar; +i-- - ) -y
= / e vaz; va'¥ e Ta dx;
—00
2 1 2
T —7T< ar; +1i—= - )
= e "a / e vaz; va 'Y dx;
—0o0
Nach dem Satz von Cauchy ist eine Variablentransformation z = \/ax; + i -

man erhdlt:

fily) = e Ta / %

Nach dem Satz von Fubini folgt:

f(y) = /ne_aﬂ-H‘THze_27Ti<xay>dx

n
A2 _9mim . 0.
_ H/e—aw|$3| o 2miT; yﬁdxj
-~ JR

Va

. Dann ist die Fouriertransformation von

mdéglich und



Es werden nun zwei wichtige Eigenschaften der Fourier-Transformation bewiesen, die fiir den
Beweis von Lemma A.2.2 benétigt werden. Sie zeigen, dass unter der Fourier-Transformation
Translationen zu Phasenverschiebungen werden und umgekehrt.

Lemma A.1.4 Seien f € LY(R") und z,y,z € R". Dann gelten die folgenden FEigenschaften:

1. Fir h(z) := f(z + 2) ist die Fourier-Transformation gegeben durch

h(y) = 270 2) f(y)

2. Fir h(z) := e2mi(, Z>f(a:) ist die Fourier-Transformation gegeben durch

h(y) = fly — 2)

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Verwendung der Definition.

1. Sei h(z) = f(x + z). Dann gilt:

h(y) = flz+ 2)6—2772'<x, Y) dx
R?’L

_ f(a:)ezm@ —2,Y) dx
RTL

627Ti (Za y> (m)e_zﬂi<x7 y> dx
Rn

i) fi(y)

2. Sei h(z) = e2milz, Z>f(:17) Dann gilt:
hly) = / e27ri<x,z>f(x)e—2m'<x,y> dx

_ / f(x)e—Zm(x,y —z) dx
/\Rn
= fly—=2)
O

Die Fourier-Transformation kann man auch fiir Mafle definieren. Als Grundlage wird zunéchst
die Definition einer messbaren Menge und eines Mafles angegeben.

Definition A.1.5 Sei M eine beliebige, nichtleere Menge und P(M) die Potenzmenge von M.
Eine nichtleere Menge M C P(M) von Teilmengen von M heifit eine Algebra, wenn gilt:

1. Ey,.... E,e M= E,U...UE, e M
2. Ee M= M\E M
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Falls zusdtzlich gilt:
3. EjGMfﬂTjENﬁUjeNEjGM

heifit die Algebra M eine o-Algebra.
Ein Paar (M, M) bestehend aus einer nichtleeren Menge M wund einer o-Algebra M C P(M)
heif$t ein messbarer Raum. Die Elemente der o-Algebra heiflen messbare Mengen.

Definition A.1.6 Sei (M, M) ein messbarer Raum. Eine Abbildung
p: M — [0, 0]

heifit ein Maf$ auf (M, M), wenn p(0) = 0 und fir jede disjunkte abzdihlbare Familie Eq, Es, . ..
von messbaren Mengen gilt:

8

o

p(\J E) =D uE)).
1 =1

J

In diesem Kapitel werden nur endliche Borel-Mafle . auf dem R” betrachtet, das heifit zu jedem
x € R™ existiert eine offene Umgebung U von x mit u(U) < oo. Fiir ein solches Mafl wird die
Fourier-Transformation hier definiert durch

) i= [ mE gy

A.2. Grundlagen fiir den Beweis der Transferschranke

Im Folgenden sei L ein n-dimensionales Gitter im R™ und v € L ein beliebiger Gittervektor. Fiir
einen Vektor u € R" ist
L+u={w+ulweL}.

Eine grundlegende Formel fiir die Verwendung der Fouriertransformation ist die Poisson’sche
Summationsformel:

Theorem A.2.1 Poisson’sche Summationsformel
Sei f : R™ — C eine Funktion mit folgenden FEigenschaften:

1. fRn |f(z)]dx < o0

2. Die Reihe ) |f(x+u)| konvergiert gleichmdfig fir alle u € R™, die zu einer kompakten
Teilmenge des R™ gehdren.

3. Die Reihe ZyeL* f(y) ist absolut konvergent.

Dann gilt:

1 .
>0 =gz 2 S0

zeLl

Die erste Bedingung garantiert die Existenz der Fourier-Transformation f von f. Die zweite
Bedingung bedeutet, dass die Funktion F(u) := >, f(2 + u) iiber R™ stetig ist.
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Beweis: Man betrachte zunachst das Gitter Z". Die Funktion

=Y fle+u)

TEL™

ist nach Voraussetzung stetig und periodisch in u, da F(u+ z) = F(x) fiir alle z € Z™. Sie kann
deswegen als Fourierreihe entwickelt werden:

up= 3 T a(y)

yeL™

wobei a(y) = f[O,l}" F(t)e_zm<y’ t) dt. Durch Rechnung erhilt man:
aly) = / Pt)e=2miu:1) g
[071}n

_ / S fla+ e 2T g
0,1

" zezn
_ Z/ Fla+t)e —2mi(y, T + 1) g¢
zezn 7 101]"
_ Z/ f(t/)e—27Ti<y,t/> dt’
TEL™ o+[0,1]"
= f)

Damit konvergiert die Fourierreihe von F' nach Voraussetzung gegen eine stetige Funktion und

in diesem Fall ist R
NGRS

TEL™ yeL"
Dies ist die Poisson’sche Summationsformel fiir das Gitter Z", da det(Z") = 1 und (Z™)* = Z™.

Man betrachte jetzt ein Basis B des Gitters L. Da L volldimensional ist, ist B € GL(n,Z) und

es gilt:
Y f@) = > f(Bx)
r€eL ISYAL
= > /s
yeL™
- Y
yezZ™
mit
few) = [ rBoemitya
RTL
_ detB/ P2 BT ) q (o = By
RTL
_ deiB ) 2mi(t', B~'y) 4/
1 Ty
= By
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Da (BT)~! eine Basis des dualen Gitters L* ist, folgt die Behauptung:

S @ = S BN

z€eL yeL"

0

Das néchste Lemma ist eine Folgerung aus der Poisson’schen Summationsformel und ist ein
wichtiges Hilfsmittel fiir die Beweise im weiteren Verlauf dieses Kapitels.

Lemma A.2.2 Seien a,b >0 mita-b=m.
Sei p das MafS auf L gegeben durch

2
pal{z}) = c—allz|
1. Firu,y € R™ gilt:

Z e27ri(a:,y>e—aHa;H2 _ 3 (det L) Z o—2mi(u, 2) 7TbHy+zH2
rze€Ll+u z€L*

2. FiryeR" gilt:

2 2
pa(y) = b2 (det L)~ Z oIy + 2|
zeL*

Beweis:

1. Sei h(z) := 2mife +u,y) —alle +ul? — flx +w) mit f(z) = iz, y) o —allal]®,
Auf Grund der Eigenschaften der Fourier-Transformation aus Lemma A.1.4 lasst sich die
Fourier-Transformation von h wie folgt berechnen:

h(z) = 2T ()

2
Die Fourier-Transformation von f(z) = e2mi(x, y) o —allz|]” = 2miz, y>p %(az) ist nach
Lemma A.1.4 und nach Beispiel A.1.3:

N

n 2
fz)=pri(z—y) = p2e—0lZ =yl
Damit erhélt man fiir h folgende Fouriertransformation:

h(z) = 2Tz, u) g ,—mbl|z — y|I?
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Mit Hilfe der Poisson’schen Summenformel A.2.1 folgt die Behauptung;:

3 2mifz,y) —allz|® _ 2:627”'(:17Jru,y>e—a||$+UII2
r€L+u xel
1 .
= h
det L Z (2)
zeL*
1 n omi —7b||z — y||?
_ b3 o2mi(2, u) ,—mbl|z — y|
oL > b2e ¢
zelL*
_ —2mi(z,u) —mbl|z + y|?
= b
detL Z

2. Fir uw = 0 erhélt man unter Verwendung von 1.:

, B 2
faly) = 2627”@,106 allz||
€L

b2(detL Z o—2mi(0,2) —7blly + z[|?
zeL*

— bB(det )t S e lly + P
zeL*

Zur iibersichtlicheren Darstellung definiert man die folgenden Funktionen:
e—llvll?
2
Soep el
2
S yepeue T

oLy

or({v}) =

TL(U)

Zur Vereinfachung der Darstellung sei
2
p@4):::§E:;Kaﬂ ::2{:6__WH$H
€A €A
fiir A C R™. Dann ist
p({v})
p(L)

p(L +u)

p(L)

Zwischen den Funktionen oy und 71, gilt folgende Beziehung:

or({v})

TL(U)

Korollar A.2.3 Es gilt:

o = TL
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Beweis: Wegen (L*)*

Sei i das Maf} auf L

gegeben durch

pl{ay) = e allall

= L geniigt es & = 77+ zu zeigen.

Dann kann mit Hilfe von Lemma A.2.2 die Fourier-Transformation von o, berechnet werden:

O’L(u) =

/ 27Ti<u l‘> L(x) dx
2627{'1 u, ’U {U})

veL
_ 2
Ze2ﬂi(u,v> eIVl
2
= Saer eIl

ZUEL 6_7T||,U||2e7”.<u7 U>
Z:{:EL e_||x||2e7ri<07 $>

i(u)
f1(0

1% (det L)~ EzeL e—7‘r1Hu+2H2
12 (det L)~ ZGL*e_WlHO"’_ZW

g e+ 2

epee A

ZzEL*-ﬁ-u 6_7-(”2"2
Seepe eI
7+ (u)

(Lemma A.2.2 mit b= 1)

Das folgende Lemma dient zur Vereinfachung der Rechnungen im Beweis von Lemma A.2.5.

Lemma A.2.4 Seiu € R™ beliebig, a > 0.
Dann gilt firk=1,...,n

Fiiru =0 gilt:

o Zm€L+u $k€

—al||f?

Ve e llell

1
K< —
— 2a

Beweis: Setze b=

Fiir den Beweis bendtigt man zunéchst einige Rechnungen. Mit %
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partielle Ableitung von f nach der k-ten Komponente von y bezeichnet, mit %'gi entsprechend
k
die zweite partielle Ableitung.
Man verwendet das Maf3
—al|z||?
p({a}) = ¢
auf L + u und berechnet zunéchst folgende partielle Ableitungen:
Ia(y) = Z e—CLH-Z'H%e27TZ’<‘T,y>
r€L+u
— 8_“@) S Qﬂixk62ﬂi<$,y>e—a||$||2
ayk r€L+u
25 .
_— a_’l;(y) = Z (27Tigj*k)2e27rz<x7y>e_aHxH2
8yk z€L+u
- ¥ _am2g2 27w, y) —al |2l
r€L+u
Fir y = 0 erhalt man:
82A __ 2
a—g(O) = —4x? Z Tie alz|]
Yk rzeL+u
2 0D
— > aperalell = —ant) L) (A1)
r€L+u Ykk
Nach Lemma A.2.2 gilt:
2 i 2
iy = Y 2@, y) o =all2ll” Z 2 (get 1)~ 'y o 2milu, z) ,—7b||y + 2||
ze€L+u zeL*
oy ’ 2
:>8—“@) = b2(det L)Y e 2w, 2) ( blys + z.)eTolly + 2]l )
Yk zeL*
Gl 3 - by + 21 2=blly+ 2|
:>3—y,3(y) = b2 (det L)~ Ze mifu, 2 < 2mbe” TONY T AL 4 (—2wb(yk + 2x))%e” TOIY T A )
zeL*

n _ 2
= b2 (detL)” Z e —2mi(u, z) —27h + 4712b2(yk + Zk)2) e 7blly + 2|
z€L*

Fir y = 0 erhélt man:

821
A

I

l\DIB

(det L)~ Z e —2mi(u, z) 27Tb—|—47T2b2Z]%) e—ﬂ'bHZ
zeL*

(A.2)

Wenn man das Maf}

v({z}) = ol
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auf L* betrachtet, so erhélt man durch Berechnung der partiellen Ableitungen:

v(—u) = Z 6_27Ti<u72> e_ﬂ-szH2 a3
z€L*
ov - —2mi(u, z) —mbl|z||?
Yo _ 9 ,
:auk( ) EL: Tizge .
2~ ’ 2
- %(_U) - Z (_27TiZk)2€_27TZ<u7 Z>e—7TszH
k zeL*
= Y amge 2w ) mlEP Ay
zeL*
—2m - ? 0%
= Z Z]%e 27TZ<U7 Z>e 7Tb||z|| — _(47{'2) 1a—u]2<;(_u) (A5)

zeL*
Nach Lemma A.2.2 mit v = y = 0 gilt:

2 n 2
el = p3(der )t Y eIl

z€L z€L*
2 ——Ei 2
—0(0) = > e ™I =y 2 (det 1) S el (A.6)
zeL* zeL

Unter Verwendung dieser Resultate erhélt man insgesamt:

_ 2
Secrruzie” Il

Soepe Mol
—(4n?) "1 S8 (0)

(A.1) 8y]%
o 2
ZxEL e_anH
Ei 2
(A2 —(4r2) 72 (det L)Y, . e~ 27U 2) (“orh 4 4x25222) el
- 2
ZxEL e—(IH:EH
— —(47T2)_1226L* —2rbe” 2l 2) bl 4 5 ar2p2ape—2milu, 2) —mbl2]
_n )
b 2(det L)Y, e ollll
o 3 em2milus2) = mbllall” 4 g2 $ 2= 2miu, 2) gmrblel®
(A:G) (47‘(2)_1 zelL* zeL*
(0 )
— O — 2p2(_ 25
(A3,45) 4oy 2mbi(—u) + 4m 2% (—(47%) ") o (—u)
2(0)
62
o(— 2 Gz (—u)
_ b o) b oowp (A7)

2t 0(0) 4w ©(0)

Sei v € R™ beliebig. Dann gilt nach Lemma A.2.2 mit y = 0 und unter Verwendung von
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llz +oll? = [l2]]? + 2(z, v) + [v]*:

n
n - . 2
bE(det L) "'o(v) = b2(det L)ty 2TV 202l
zeL*
(429§~ —alje|
= e
zel+v
2
il
zeL
_ Z%(e—a||:c+v||2+e—a||<—w>—v||2>
zeL
1/ _ 2 a2
= Z§<e allz + vl +e allz UH) (Umsortierung der Reihe)
zel
el 5 1 (el 2t g ool 2ot )
zeL

2 2
- allvl Z e—allzll cosh(2a(x,v))
zeLl >1

> ealllP 3 c—allzll®

zeLl

Mit dieser Abschéatzung gilt fiir den Vektor v € R™:

D(v)  (A6) D(v)

—= 2
b 2detLY, ., e allll
n

b2 (det L)~ 1i(v)
S pepeallel’

2 2
e—allvl’ s~ c—allal]

Soepeallel”

2
e—allvl]
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und damit

v

v

IN

—saueallvl?

—9ae—allvl* 4 4q2,2—allvl?

2a e_aHvH2

<1

— 4a2v,%e_a‘ [oll® < 2a
| A —
<0

Durch Verwendung der Ergebnisse (A.3) und (A.4) erhélt man

I)(—U) (A:3) Z e—27m'<u,z>e—7rbHZ < ﬁ(O)
zeL*
= P g (A.8)
0(0) ~ '
und
920 ) o o 2 _ 2 020
8—1;(—'&) (A:4) Z —47722136 27TZ<U, Z>e 7Tb||Z|| < — Z —47'('22]%6 7Tb||Z|| = —auz (O) (Ag)
k zEL* zEL* k
Insgesamt gilt also
%0 9?0(0)
_2(_u) ——
vy, (A.9) vy, <9 (A.10)
7(0) po) ~ " '
Mit a - b = 7 erhélt man dann fiir x die Abschétzung:
0?0 (—u)
(A.7) b o(—u) b Oud
A b o 9 Al
" or ©(0) 472 (0) (A.11)
(A8),(A.10) 1 2
< _ . - .
- 2a L+ e 20
= 1 + L mit é =a
N 2a  2a T
_ 1!
N a
Fir u =0 ist %(0) < 0 und damit erhalt man aus (A.11) unter Verwendung von (A.8):
k
0?0 (—u)
b o(—u) b Oup 1
K=ot i < —
2 0(0)  47?  ©(0) 2a
O

I
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Lemma A.2.5 Seia > 1. Dann gilt:
n

=12 — _ 2
s e el < g3 s el
n
—ma”[z]® < 942 ~7llzl® fp oy € RO
2. welqu® <2a2) ;e firu e

Beweis:
1 [[|2
1. Betrachte die Funktion f(a) :=> . e "¢ 1211 fir o > 1.
n
Es ist also zu zeigen: f(a) < a2 f(1).

Nach Lemma A.2.4 gilt:

~ Lz
E:xELe_aHxH2 @
Fiir u = 0 ergibt sich:
m 2
3 b 3]
.Z'ke a
€L a
< — A.13
Z_ng_% A
e a
xeL

Dann ist

T _ -1 2
fla) = 3 Sllaf2em il

z€eL

n
I 2 —ma Y|x|?
Iy S el

zel k=1

n
_ T 2 —ma”||z||?
=D e

k=1xz€L

n

T a - -1 2

g E % E (& Ta Hx” (nach A13)
k=1 z€eL

IA

2a
zeL

= %f(a)

—10[,.[(2
"N a2

Daraus folgt:

1 , n
- < <
sl @ <

1 =
(logs f(a) <
und damit erhdlt man mit f(1) > 1 die Behauptung:

e

n n n
—Ina — —
fla) <e2 =a2 <a2f(1)
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2. Sei u € R™ beliebig.
—1{[ |2
Man betrachte die Funktion g(a) := Y ;. e ¢ 12[1* fir @ > 1.
n
Zu zeigen ist also g(a) < 2-a2g(1).
Fir die Ableitung von g gilt:

T _ -1 2
J@ = = 3 e Il
r€L+u

n
_ T o —maY|z|[?
- IS e el
k=1xz€L+u
n

IN

—19)..12
e Z e—ma [l (nach A.12)
1ﬂ-x€L

—1 2
_ Eze—m |||
a
z€EL
n 2
2 2y elal
a
T€L

"
= w2 )

Damit kann man die Differenz g(a) — g(1) wie folgt abschétzen:

g(a) — g(1) = / " (bt

T
a2
a

k

IN
3

<

=

»—\g

~
o3
QU
Py

= 2f(1) <a§ - 1) (A.14)

Die Abbildung 77, ist positiv definit. Damit gilt:
9(1) _ p(L+u)

= 71(u) < 7(0) = 1 = g(1) < f(1)

fFA) (L)
Unter Verwendung der Abschiitzung (A.14) fiir die Differenz g(a) — g(1) erhilt man
gla) < 2f(1)(ag -1 +g(1)
< 2f(1)(ag -+ (1)
= 2agf(1) —f()
< Zagf(l)
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und damit folgt die Behauptung:

n
3 emazl® < 942 3 e~ llzll?

zeL+4u €L

Die folgenden zwei Lemmata werden im Beweis der Transferschranke bendtigt. Das erste Lemma
wurde von Banaszczyk in [6] bewiesen und beschreibt das Mafl auf dem Gitter L beziehungs-
weise auf L + u im Vergleich zum Mafl, wenn man von L beziehungsweise L + u nur Vektoren
betrachtet, die eine Lange grofer als eine gegebene Konstante haben.

Lemma A.2.6 Fiir alle ¢ > \/Lz? qgilt:

1. p(L\B(0,cy/n)) < (c 2ﬂee_7rc2>np(L)

2. p((L +u)\B(0,cy/n) <2 <C\/ﬁ6_ﬂc2)np(L) fir uw € R™.

Beweis:

1. Seit € (0,1). Dann ist

3 el Z 3 (1= Ol ]

zel xeL
> 3 (1= )|[z]? ||
zcL,||z|]?>c?n
Z (1= 15)021”Le—7r||x||2
zcL,||z|]?>c?n
(1= t)c*n Z e—ﬂHasz

zcL,||z|]?>cn

v

1

Mit Hilfe dieser Abschétzung folgt aus dem ersten Teil von Lemma A.2.5 mit a = 7 > 1:
—t||z| 2 lin —||x||?
> il < by 3 el
zeL zeL
2 2 o 2
— (L =t)cn 3 mlEll® 2 3 o]
r € L,||z|]? > c*n x €L
2 n 2 2
— Y cmllzllt o T2 (=) 3 eIl
z € L,|z|> > c*n xeL

= p(L\B(0, c\/n) p(L)
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Fiir t = (2nc?)~! € (0,1) erhilt man dann die gewiinschte Behauptung:

pINBO,cvm)) < (2nc?)ie (L= @)™ n )
e —rc? e (27T02)_1>np(L)

. Der Beweis der zweiten Behauptung ist analog zum Beweis der ersten Behauptung. Aller-
dings verwendet man hier die zweite Behauptung von Lemma A.2.5.
Sei t € (0,1), u € R™. Dann ist

3 et Yy —t)||z][? —ll]®
reL+u reL+u
> 3 (1= 0)lfz]* —l|?
v € L+ulz|*>cn
> Z (1 — t)c2ne—7rHa;H2

v € L+ulz|*>c2n

2 2
(L —t)c™n paleal

2.

v €L+ulz|*>c2n

1

Aus dieser Abschitzung und der zweiten Behauptung von Lemma A.2.5 mit a = ;7 > 1
folgt:
2 n 2
3 Tl < 92 3y el
reL+u xel
n
(L= t)c*n 3 llell? 972 3y o~ llz]”
z€L+ullz|*>cn r€L
n
. ) el g T (=) 3 el
z€L+ullz|*>cn reL

= p((L +u)\B(0,¢y/n)
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Mit t = (27c?)~! ergibt sich die Behauptung:

(L +u\BO,cym) < 22re?)2e T = 2ne) ), )
= 2(\/ﬂce_wczewcz(%rg)_l)nP(L)

= 2| vV2mrce™ 62

= (\/—ce >np(L)

O

Das folgende Lemma zeigt, dass es bei Betrachtung eines echten Untergitter Lo des Gitters Ly
mindestens einen Gittervektor p € Ly gibt, der vom Gitter L; einen konstanten Abstand hat.

Lemma A.2.7 Sei L1 ein echtes Untergitter von Lo. Dann existiert ein Gittervektor p € Lo

mit
A1(Lq)

i —ql| >
;ﬂglﬁllp qll > 3

Da ein Gitter eine diskrete Teilmenge des R ist, wird dieses Minimum angenommen.

Beweis: Der Beweis erfolgt indirekt, das heifft man nimmt an, dass kein p € Lo existiert mit
minger, |[p —ql| > Al(Ll) . Dann gilt fiir alle p € Lo:

A1(Lq)
3

i — <
min llp — ql|

Damit existiert fiir p € Lo\ L1 ein Gittervektor ¢ € L mit ||p — ¢|| < Al(Ll)

Setze u := p — ¢q. Dann ist u € Lo\ L1, da ||u|| = ||p — ¢|| < % und uw # 0. Damit ist u & L.
Man betrachte die Menge {k - ulk € Z, k > 1} C Ly aller ganzzahligen Vielfachen von wu.

Nach Voraussetzung existiert fiir jedes Element k-u dieser Menge ein Gittervektor ¢ € L1 mit

A1(L)

law — -l < 252

A1(L1)
3

Man bezeichnet & - u als assoziiert zu dem Vektor gx. Da ||u|| < , ist u assoziiert zu 0.

Fir k > >‘31|(|L‘1‘ gilt: ||kul| > )‘1(;1). Damit ist k - w nicht assoziiert zu 0 € L.
Sei ko das kleinste k € Z, so dass k - u assoziiert zu z € L1\{0}. Dann gilt
o llz—ko-ul] < 25,

e ko > 1, da u assoziiert zu 0,

o (ko —1)-wu ist assoziiert zu 0, das heifit ||0 — (ko — 1) - u|| < Al(Ll)
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Also folgt:

Izl =]z =0l
= |l(z = kou) +u+ ((ko — 1)u = 0)]

< |z = koul| + [[ul| + [|(ko — 1)u —0]]
A(Lq)

< 3Ty

= M\(L1)

Dies ist ein Widerspruch zur Definition von A\1(L1), da z € L;.

A.3. Beweis der Transferschranke

Mit Hilfe der im letzten Abschnitt bewiesenen Lemmata kann nun eine Transferschranke von
Cai bewiesen werden. Sie stellt eine Relation zwischen der Lange der kiirzesten Basis im Gitter
L und der Lange der kiirzesten Gittervektoren im dualen Gitter L* her.

Theorem A.3.1 Fiir jedes Gitter L der Dimension n und jede Konstante ¢ > % gilt fiir n

gentigend grofs:
bl(L)A1 (L") < en.

Beweis: Die Behauptung wird indirekt bewiesen, man nehme also an: bl(L)A;(L*) > cn.
Seien c1, co Konstanten mit

e (C1-Cp=0°¢C

1
L] Cl>\/—2—ﬂ_

U CQ>\/L2—.

Nach Voraussetzung gilt damit: ¢q - cg > %

Durch Skalierung des Gitters L mit einem geeigneten Faktor s kann man ohne Einschrankung
annehmen:

bI(L) > e1vn
)\1([/*) > Cg\/ﬁ

Sei L' das durch LN B(0, ¢1y/n) erzeugte Untergitter von L. L’ ist ein echtes Untergitter von L,
da bl(L) > c14/n.

Fiir den Fall, dass dim L’ < n gilt, sei P der von L’ aufgespannte Vektorraum und by, ... ,b; eine
Basis von LNP mit ¢ = dim L' < n. Diese Basis kann zu einer Basis by, ..., b;, ..., b, fiir L ergénzt
werden. Wenn man L’ durch das Untergitter von L, das von den Vektoren bq,...,b;,...,2b,

erzeugt wird, ersetzt, so ist L’ ein echtes Untergitter von L der Dimension n.
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Man kann also ohne Einschrinkung davon ausgehen, dass gilt:
L’ C L ist ein echtes Untergitter der Dimension n und L N B(0,¢14/n) C L.
Fir u € R™ gilt:

op(u) =

_ veEL
> p(x)
zeLl
= ZO‘L({’U}) cos(2m(u, v))
veEL
= > ov({v})cos@n(u,v) + Y (or({v}) — or({v})) cos(2m(u, v)
vel! vel!
+ Z or(v) cos(2m(u, v))
veL\L'

= op({u}) +A+B

mit A =3 cp/ (oL({v}) — or({v})) cos(2m(u, v)) und B := 3 o1\ oL(v) cos(2m(u, v)). Ziel
ist es nun, eine untere Schranke fiir diese Parameter zu finden.

Die Menge L N B(0,c14/n) ist eine echte Teilmenge von L'. Deswegen kann man B unter Ver-
wendung von Lemma A.2.6 wie folgt abschétzen:

|B| = Z or(v) cos(2m(u, v))

veL\L'
< Z or({v})|cos(2m < u,v >)|
veL\B(0,c1y/n) <1

= O0f (L\B(O, C1 \/ﬁ))

n
2
< c1V2mree T
—_——
=€
= B > —€

Da L' ein echtes Untergitter von L ist, gilt:

o—lloll? e—lll?
or({v}) = < = o ({v})

_ 2 _ 2
S el Ty e

€L xel’
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und man erhélt folgende Abschatzung;:

4] < D lor({v} —op({o})] - [cos(2r < u,v >)|

vel! <1

= Z (O’L/({U}) - O'L({U}))

vel!

_ Ze—wllvll2 1 - 1 i
P s pe il el

zel
Z e—?THZ
_ 5 el e
e 3 ol ? .ZE—WHMP

I

zel’ yeL
2
3 o7l
z€L\L'
= 2
Ze—ﬂllyll
yeL
= > ou({z})
2€L\L/

Es wurde bereits im Zusammenhang mit der Abschétzung von B gezeigt:
Yooz D> o) <€
z€L\L' veL\B(0,c1+/n)

Damit gilt auch:
Al < €] = A > —€}

Insgesamt erhélt man also:

or({u}) = o ({u}) + A+ B> o ({u}) — 2€7 (A.15)

Ziel ist es nun, u € R™ so zu wéhlen, dass man mit Hilfe der Ungleichung (A.15) einen Wi-
derspruch erhélt. Wegen Korollar A.2.3 kann man fiir die Wahl des Vektors u € R™ auch die
Funktionen 77+ und 77+ betrachten, denn es ist 6 ({u}) = 70-({u}) und 61/ ({u}) = 7+ (u).

Da L’ ein volldimensionales, echtes Untergitter von L ist, ist L* — nach Definition des dualen
Gitters — L* ein echtes Untergitter von L’*. Dies folgt aus

det L det L -
det L*  det L/

A1 (L™
u— gl > 2

Nach Lemma A.2.7 existiert v € L™ mit mingep-
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Da u € L™ gilt: L' +u = L™ und es ist:

_ 2
S el

yeL* +u

T (u) = W
e

xeL/*

_ 2
S el

yeL/*

S el

ZEEL,*
= 1 (A.16)

Andererseits gilt nach Wahl von co:

. AM(LY) e
_ > il
Inin lJu—ql| > 5T >3

Damit existiert kein # € L* 4w mit |[z[| > % +/n und es folgt nach Lemma A.2.6:

3 o7 Iv[[?

veEL*4u

3 aldls

rzel*

> el

ve(L*+u)\B(0,2 /n)

2
3 el

reL*
c2\2\ "
< 2<C3—2\/271'e-e_7T (?2) >
=: 2ey (A.17)

TL* (u) =

17

Nach Voraussetzung gilt ¢; > \/%—W, das heifit v27 > 01_1. Damit erhélt man fiir €; die Abschét-

zung:
1

2 B —T—
e1 = c1V2mee T < creyVee  2m =1

Des Weiteren gilt nach Voraussetzung % > \/%, also V27 > % Damit erhalt man fir e; die

Abschétzung:

co\2
€y = C_2 271'66_”(72) < C_2 . i\/ge_% =1
3 3 Co

Aus
o or({u}) > o/ ({u}) — 267 (A.15),
e 7)(u) =6 ({u}) =1 (A.16) und
o or({u}) = 70+ (u) < 2€5 (A.17)
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folgt insgesamt:
or({u}) > o ({u}) — 2€t
— 2ey >1— 2
= 2 e +2 € >1
~

Dies bedeutet einen Widerspruch, da es < 1 und €; < 1 und damit 0 > 1.
Also gilt die Behauptung:
bI(L)A (L") <c¢-n
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